Quantenchemie und Theorie der Spektroskopie

Einleitung

1.

Uber die theoretischen Grundlagen der Chemie.
Postulate und Rezepte (Zustandsfunktion, Pauli-Prinzip, Opera-
toren, Schrodinger-Gleichung, Erwartungswerte).

Atome

2.

H-Atom (Kugelkoordinaten, Quantenzahlen, komplexe und reelle
Atomorbitale).
He-Atom (Elektronendichte, Singulett- und Triplett-Zustéande).

Zweiatomige Molekiile

3.

®* N

H -Molekiil-Ton (Born-Oppenheimer-Beschreibung, elektronische
Schrodinger-Gleichung, Variationstheorem, Linear Combination of
Atomic Orbitals (LCAQO), hermitesche Eigenwertprobleme und ihre
Losung).

Hy-Molekiil : unabhéngige Elektronen (Hartree-Produkte, Slater-
Determinanten). Elektronenkorrelation (vollstdndige Konfigura-
tionswechselwirkung).

HeH*-Molekiil-Ton : Self-Consistent Field (SCF) (Funktionalvari-
ation, Restricted and Unrestricted Hartree-Fock Theory (RHF &
UHF)).

Zwei-Zentren-Integrationen iiber Basisorbitalen vom Slater- und
Gauss-Typ. Populationsanalysen.

Hohenberg-Kohn-Theoreme, Dichtefunktionaltheorie.
Vibratorische Schrodinger-Gleichung (Kraftkonstante, linearer har-
monischer Oszillator, Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren).
Rotatorische Schrodinger-Gleichung (Tragheitsmoment, starrer Ro-
tator).

Translatorische Schrodinger-Gleichung (freie Partikel, Metalle).

Mehratomige Molekiile

10.

11.
12.

Drei- und Vier-Zentren-Integrale (Gauss’sches Produkttheorem,
Gaussian Contracted Sets, Integralapproximationen nach Riiden-
berg und Mulliken (EHMO, ZDO, NDDO)).

Schwingungsanalyse (Normalkoordinaten).

Symmetrische und asymmetrische Kreiselmolekiile.

Elektrische Dipoliibergange

13.

Zeitabhangige Storungstheorie, Ubergangsmomente und -intensiti-
ten.

Rickblick, Ausblick



Uber die theoretischen Grundlagen der Chemie

(nach HANS PrRIMAS und ULRICH MULLER-HEROLD : FElementare
Quantenchemie. B.G. Teubner, Stuttgart (1984).)

Was darf man von einer guten naturwissenschaftlichen Theorie
erwarten ?

Dass sie

- empirisch richtig

- logisch konsistent

- anschaulich

- strukturell einfach
und (mit Einschriankung)

- praktisch brauchbar
ist.

Empirische Richtigkeit erfordert, dass der Geltungsbereich der Theorie
bekannt ist; innerhalb ihres Geltungsbereichs soll sie allgemein giiltig
sein. Numerische Ubereinstimmung von berechneten und gemessenen
Grossen wird verlangt, und Ergebnisse experimenteller Untersuchungen
sollen voraussagbar sein. Ein signifikantes Auseinanderklaffen von Theo-
rie und Experiment muss zu einer Revision der Theorie fiihren.

Die semiempirischen Modelle der Quantenchemie haben nicht den Sta-
tus fundamentaler Theorien : hier wird vor allem die harte Forderung
nach quantitativer Richtigkeit innerhalb des Geltungsbereichs mehr oder
weniger aufgegeben (wie zum Beispiel auch in den phédnomenologischen
Modellvorstellungen der Valenztheorie, der Oktettregel .. .).

Die logische Konsistenz der Theorie wird durch ihre mathematische For-
malisierung erreicht. Eine fundamentale Theorie ist ein mathematisch
voll formalisiertes, auf wenigen Grundpostulaten basierendes Schema.

Anschaulichkeit heisst hier nicht, dass zur Formulierung der Theorie nur
Begriffe herangezogen werden, die unmittelbar aus der Alltagserfahrung
gewonnen werden. Damit eine theoretische Betrachtungsweise lern- und
lehrbar ist, muss sie Begriffe bilden, die einen iiberpersonlichen Charak-
ter haben (wie zum Beispiel der Kreis, die natiirlichen Zahlen, Ordnung
und Symmetrie oder der historische Atombegriff).

Praktisch brauchbar muss eine fundamentale Theorie nicht automatisch
sein. Die meisten Naturerscheinungen zeigen sich dem Wissenschaftler
als ausserst verwickelte Phanomenkomplexe.
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Trotzdem fordert der Theoretiker, dass die Natur durch strukturell ein-
fache Theorien zu beschreiben ist, in denen man die Vielfalt ihrer Er-
scheinungen auf wenige Prinzipien zurtickfiihren kann. Vom Alltags-
standpunkt aus betrachtet konnen strukturell einfache Theorien sogar
als ausgefallen, kiinstlich und kompliziert erscheinen (so wie die meisten
Alltagsphanomene vom theoretischen Standpunkt her gesehen iiberaus
komplex sind). Dass der Weg von der Empirie zur Theorie historisch
sehr lang und beschwerlich war (man erinnere sich zum Beispiel an
das Linienspektrum des Wasserstoffatoms und die frithe Deutung dieses
Schliisselexperiments), hat eine strukturell einfache Theorie vergessen.

Die Grundpfeiler der theoretischen Chemie

sind
- die Thermodynamik (makroskopische Theorie der Stoffe),
- die statistische Mechanik,

- die Quantenmechanik (mikroskopische Theorie der Elementarpar-
tikel).

Es gibt heute (noch) keine theoretischen oder empirischen Argumente
gegen die Hypothese, dass die ersten Prinzipien der Quantenmechanik
auch fiir die chemischen Phanomene Giiltigkeit haben. Die fiir chemis-
che Prozesse relevanten Krafte sind im wesentlichen die aus der klassis-
chen Physik bekannten elektromagnetischen Krafte. Besondere chemis-
che Kréfte gibt es nicht.

Die Krafte der starken und schwachen Wechselwirkung spielen in der
Chemie keine Rolle, wenn man die Existenz und die Stabilitat der
Atomkerne, sowie der Elementarteilchen Proton, Neutron und Elek-
tron als phanomenologisch gegeben ansieht. Gravitationskrafte zwischen
Elektronen und Atomkernen sind viel zu schwach, als dass sie fiir die
chemischen Bindungsphanomene eine nennenswerte Bedeutung haben
konnten.

Die numerische “ab initio”-Quantenchemie hat fiir kleine Molekiile sehr
iberzeugende Erfolge erzielt, kann aber (aus technischen Griinden) nicht
grenzenlos auf immer grossere Systeme ausgedehnt werden. Ohne Quan-
tenmechanik sind chemische Phianomene nicht zu verstehen, doch darf
die Rolle physikalischer Theorien fiir die Chemie auch nicht tiberschatzt
werden. Fragen wie : Was ist ein Alkalimetall 7 Was ist ein Keton 7 Was
ist ein Enzym 7 Was ist eine Zelle 7 konnen durch quantenchemische
Rechnungen nicht beantwortet werden.
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Ist die Quantenchemie paradox ?

Die Quantenmechanik ist heute mehr als siebzig Jahre alt, und ihre
Voraussagen wurden bisher ohne Ausnahme bestétigt. Trotzdem reisst
die Diskussion und die Interpretation der Quantenmechanik nicht ab.

Das entscheidend Neue an ihr ist namlich, dass es in Quantensystemen
miteinander inkompatible Eigenschaften gibt. Historische begegnet man
ihnen zum Beispiel unter dem Namen der Welle-Teilchen-Dualitat der
Materie. Man versuchte damit, innerhalb der klassischen Denkweise mit
Hilfe einer Kombination von “Wellenbild” und “Teilchenbild” das Wesen
des Mikrokosmos zu erfassen. Auf diese Weise sind Paradoxa nicht zu
vermeiden, denn beispielsweise ist ein Elektron weder ein Teilchen noch
eine Welle. Es hat in unserer gewohnten Umgebung kein Analogon.
Trotzdem ist es ein reales Objekt, das in der Chemie eine entschei-
dend wichtige Rolle spielt und das durch die Quantenmechanik kor-
rekt beschrieben wird. Paradoxa entstehen nur, wenn in illegitimer
Weise Begriffsbildungen der klassischen Physik auf nichtklassische Ob-
jekte iibertragen werden.

Zusatzliche Literatur :

Hans Primas : “Chemistry, Quantum Mechanics and Reductionism”,
Lecture Notes in Chemistry 24 (1981), Springer-Verlag, Berlin.

Hans Primas : “Kann Chemie auf Physik reduziert werden ?”, Chemie
in unserer Zeit 19 (1985), 109 & 160.



1. Postulate und Rezepte

(nach HANS PrIMAS und ULRICH MULLER-HEROLD : Elementare
Quantenchemie. B.G. Teubner, Stuttgart (1984).)

Die Quantenmechanik ist eine schwierige, reichlich abstrakte Theorie,
mit der nicht nur der Anfanger, sondern auch etablierte Fachleute
ihre Schwierigkeiten haben. Gliicklicherweise ist sie jedoch viel leichter
anzuwenden als zu verstehen. Zum Eingewohnen erscheint es deshalb
ratsam, erst einmal zu sehen, wie man etwas macht. Irgendwann spater
kann man dann versuchen, die erlernten und angewandten Rezepte tiefer
zu verstehen.

Bei der Formulierung solcher Rezepte lasst sich ein Mindestmass an
mathematischer Formalisierung nicht vermeiden M. Selbstverstindlich
ist das Wesentliche naturwissenschaftlicher Theorien jedoch ihr begriff-
licher Inhalt und nicht der mathematische Formalismus. Ein hochent-
wickelter abstrakter Apparat schafft aber weniger Schwierigkeiten als
durch ihn vermieden werden.

Im folgenden beschranken wir uns meist auf die Beschreibung von Sy-
stemen aus Atomkernen und Elektronen, deren Eigenschaften sich mit
der Zeit nicht andern. Solche Systeme befinden sich in stationaren, das
heisst zeitunabhangigen Zustanden. Korrekturen durch relativistische
Effekte sowie der Einfluss eines quantisierten elektromagnetischen Feldes
bleiben dabei unberiicksichtigt.

1" “Dje Philosophie steht geschrieben in diesem grossartigen Buch, das
ich das Universum nenne, man kann es aber nicht verstehen, wenn man
nicht zuvor gelernt hat, seine Sprache zu verstehen : es ist in der Sprache

der Mathematik geschrieben.” (GALILEI (1623))
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1.1. Operatoren

Fiir jede beobachtbare Eigenschaft (Observable) eines quantenmecha-
nischen Systems existiert ein entsprechender linearer HERMITEscher [2!
Operator.

Wie findet man die Operatoren zu einer klassischen Groésse ?

Zuerst wird der klassische Ausdruck der untersuchten Observablen in
Abhéngigkeit der CARTESischen Ortskoordinaten (x,y, z), Impulskom-
ponenten (ps,py,p.) und der Zeit (¢) formuliert. Die Zuordnung dieser
klassischen Variablen zu quantenmechanischen Operatoren geschieht in
der SCHRODINGERschen Ortsdarstellung geméss der folgenden Tabelle
(Korrespondenzprinzip) :

Variable Operator
Ortskoordinaten x,Y, 2 r=x,y =Y, =2
I Isk t 5, =09 5 RO 5 _hO
mpulsgomponenten | Py, Py, Pz | Px i 8x’py 7 ayapz i Oz
Zeit t t=t

mit i = /=1, h = 2 und h = 6.626... - 1073*Js, der PLANCKschen
Konstanten.

Wie in der klassischen Punktmechanik ein abgeschlossenes System durch
seine HAMILTON-Funktion H = K+V, der Summe von kinetischer Ener-
gie K und potentieller Energie V' charakterisiert werden kann, wird ein
quantenmechanisches System durch den seiner klassischen HAMILTON-
Funktion korrespondierenden HAMILTON-Operator beschrieben.

2] Ein Operator O ist heisst HERMITEsch, wenn fiir zwei Funktionen
f(x) und g(x) gilt :

/f*(@g)dx: (/g*(éf)dm>* :/g(Of)*dx:/g(O*f*)dx.



In der HAMILTONschen Beschreibung beniitzt man als Basisvariable die
N Ortsvektoren r; und die N Vektoren p; des linearen Impulses der
punktformig vorgestellten Partikel des Systems mit den Massen m; :

1 N

1
H<r17"'7rN;p17"'7pN) = §Zm_|pj|2+v(rl77rN) (11)
j=1""

Der HAMILTON-Operator eines abgeschlossenen N-Teilchen-Systems
lautet also in der SCHRODINGERschen Ortsdarstellung ! :

) RN
H = H(f‘l,...,f‘N;f)l,...,f)N) = —7 —Aj —|—V(I'1,...,I'N),
j=1 "
(1.2)
mit
0?2 0?2 0>
A = 1.3

J <8$§ + 6‘y]2. + 8,2]2) ’ (1.3)

dem LAPLACE-Operator des Teilchens am Ort r; in CARTESischen Ko-
ordinaten.

Kommentar :

Das Korrespondenzprinzip spielte in der Entwicklung der Quantentheo-
rie eine grosse Rolle. Obwohl es leicht anwendbar ist, darf man sich
aber nicht irrefithren lassen : obwohl Worte wie “Teilchen”, “Ort” und
“Impuls” vorkommen, haben diese in der Quantenmechanik eine vom
klassischen Sprachgebrauch abweichende Bedeutung.

3] p; mit sich selbst skalar multipliziert, ergibt :
2 _ 9 2 2
p;|” =ps, +py, +Dz,-

Mit der Ubersetzungsvorschrift des Korrespondenzprinzips erhilt man

hono hono Kono (8 & 5
i Ox; i Ox;  i0y;idy; i0zi0z oxs  Oy; 02



Beispiel : Der HAMILTON-Operator des Wasserstoff-Atoms

Naherung unendlich grosser Kernmasse :

Mit der Begriindung, dass die Ruhemasse des Elektrons m. sehr viel
kleiner ist als die Protonen-Ruhemasse m, (= 1836.15...x m,), wird
der Schwerpunkt des Zwei-Partikel-Systems mit dem Kernort (im Koor-
dinatenursprung) gleichgesetzt.

Kinetische Energie K des Elektrons mit der Geschwindigkeit v :

K e %‘V‘Q _—

5 p|*. (1.4)

1 | 2 1
mev|® = ——
2me 2me,

Elektrostatische Attraktionsenergie V von Elektron (Ladung —e) und
Proton (Ladung +e) im Abstand |r| (in Einheiten des “Systeme Inter-
national d’Unités”) :

—e-e

= ) 1.5
Ameg|r| (15)
(€0 ist die Dielektrizitdtskonstante des Vakuums).
HAMILTON-Funktion :
H(r,p) = K(p) + Vi) = ——[pf — - (16)
r,p) = r) = — : :
P p 2me p dmeg|r|
HAMILTON-Funktion in CARTESischen Koordinaten :
2 2 2 e’
H(x,y, 2, pz, Py, Dz) = Py P, D)~ - (L7
( v Ps) 2me ( vt r:) dregn/a? +y? + 22 )
HAMILTON-Operator in CARTESischen Koordinaten :
. —h* [ 9? 0? 02 e?
H = st a5t ) — : (1.8)
2me \ Oz oy® 0z dregr/22 + Y2 + 22

Fiihrt man m., e, h und 4mey als Basiseinheiten ein (anstelle der vier in-
ternationalen Masseinheiten Meter, Kilogramm, Sekunde und Ampere),
so erhalt man den dimensionslosen HAMILTON-Operator in atomaren
FEinheiten :

I

|

| —
>

|

H (1.9)




1.2. Zustandsfunktionen

a. Jeder Zustand eines Systems aus N Partikeln wird durch eine (im
allgemeinen komplexwertige) Zustandsfunktion

U(ry,ro,...,rN,t) (1.10)

aller N dreidimensionalen Ortsvektoren r; und der Zeit ¢ beschrieben.

b. Wir interpretieren das Produkt
|\If(r1,r2,...,rN,t)]2dr1dr2...drN (111)

als Wahrscheinlichkeit,

das Teilchen 1 in dem um r; zentrierten Volumenelement,

das Teilchen 2 in dem um ry zentrierten Volumenelement, ... und

das Teilchen N in dem um rp zentrierten Volumenelement zur Zeit ¢
anzutreffen (BOrRNsche Wahrscheinlichkeitsinterpretation).

U muss deswegen eine iiberall eindeutige Funktion sein.

Der durch die Volumenelemente dividierten Wahrscheinlichkeit
[U|? = U*0 = U+ (1.12)

kommt also die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeitsdichte zu, die
iiberall reell und nicht-negativ ist : |¥|? > 0.

Da die Gesamtwahrscheinlichkeit, das Partikel zur Zeit ¢ in irgendeinem
Bereich des ganzen 3/N-dimensionalen Konfigurationsraums anzutreffen,

gleich 1 sein muss, lautet die Normierungsbedingung (zum Beispiel im
CARTESischen Koordinatensystem) :

+o0o “+oo “+o00
/ / / U|?dzidy; ... dzy =1, (1.13)
rT1=—00 Y1=—00 ZN="7"0CC

wobei dx;dy;jdz; = dr; ist.
Eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz dieses Integrals besteht
darin, dass fiir alle 3N Ortskoordinaten g; gelten muss :

lim W(g;,t) =0. (1.14)

q;j — o0

Eine solche quadratintegrable Funktion ¥ lasst sich durch Multiplikation
mit einer reellen Konstanten immer auf 1 normieren.



Ein quantenmechanisches Elementarsystem (Atomkern, Proton, Neu-
tron, Elektron) ist vollstandig charakterisiert durch seine Masse, seine
elektromagnetischen Momente (elektrische Ladung, magnetisches Dipol-
moment, elektrisches Quadrupolmoment ...) und seinen Spin [4],

Zwei Elementarsysteme gleicher Masse, gleichen Spins und gleicher elek-
tromagnetischer Momente konnen in keiner Weise unterschieden werden.
Das bedeutet, dass Elektronen, Protonen, aber auch ?H-, 12C- und 3C-
Kerne als strikte identisch zu betrachten sind. Ihre Ortskoordinaten
konnen also miteinander vertauscht werden, ohne dass sich irgendeine
physikalische Eigenschaft des Systems, dem sie angehoren, andert.

Es zeigt sich, dass es genau zwei Klassen von Elementarsystemen gibt :
- solche mit halbzahligem Spin (Fermionen)
wie z.B. Elektronen, Protonen und 3*C-Kerne,

- solche mit ganzzahligem Spin (Bosonen)
wie z.B. 2H- und 12C-Kerne.

Zur Charakterisierung dieser beiden Klassen fiihrt man eine zusatzliche
Koordinate, die Spinvariable w ein, die mit den Koordinaten des
Ortsvektors r in einem neuen, vierdimensionalen Vektor x zusammenge-
fasst wird :

x = {r,w}. (1.15)

[ Der Spin eines quantenmechanischen Systems ist eine Form des

Drehimpulses, die es in der klassischen Mechanik von Massenpunkten
nicht gibt und welche daher auch nicht iiber ein Korrespondenzprinzip
in die Quantenmechanik eingefiihrt werden kann. Vielmehr wird er als
Erganzung zum quantenmechanischen Analogon des klassischen Drehim-
pulses - dem Bahndrehimpuls 1= q X p - eingefithrt. Fir die Summe
j — 1+ § beider Drehimpulse gilt dann wieder ein Drehimpulserhal-
tungssatz.
Die CARTESischen Komponenten dieses neuen Spindrehimpulses § kon-
nen als quadratische Matrizen dargestellt werden, die gewissen Ver-
tauschungsrelationen gentigen. Den grossten Eigenwert einer dieser Ma-
trizen (dividiert durch /) nennt man den Spin des betreffenden Systems,
die Anzahl dieser Eigenwerte reprasentiert seine verschiedenen Orien-
tierungsmoglichkeiten.
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Das nun formulierbare PAULIsche Ausschlussprinzip stellt eine weitere
Anforderung an die W-Funktion :

c. Nur solche Zustandsfunktionen eines Systems mit gleichartigen
Teilchen sind zuléssig, die symmetrisch (antisymmetrisch) beziiglich
einer simultanen Vertauschung der Ortskoordinaten zweier ununter-
scheidbarer Bosonen (Fermionen) sind. Fiir zwei identische Partikel j
und k schreibt man das PAULI-Prinzip zum Beispiel wie folgt :

Bosonen
U(xg, ..., X,y Xy ooy XN) = £ U(Xp,...,Xp,. oo, Xy, XN).

Fermionen
(1.16)
Auf diese Weise wird es moglich, einer nunmehr 4 N-dimensionalen N-
Partikel-Zustandsfunktion von Beginn an die allein zulassige Symmetrie-
Antisymmetrie-Eigenschaft aufzupragen. Die Spinvariable w dient dabei
der Teilchenindizierung.

Kommentar :

1. Die ganze Information iiber die Eigenschaften eines Systems sind in
ihren zulassigen Zustandsfunktionen W¥; enthalten. Sie zu ermitteln, ist
deshalb von hochstem Rang.

2. Man kann dabei zunachst die PAULIschen Symmetrie- und Antisym-
metrieforderungen solange ignorieren, bis man das Ensemble von PAULI-
symmetrischen und PAULI-antisymmetrischen Zustandsfunktionen er-
mittelt hat. Mit diesem Satz sind anschliessend solche W-Funktionen zu
konstruieren, die der PAULIschen Permutationsregel fiir identische Boso-
nen und identische Fermionen des Systems entsprechen. Auf diese Weise
erhalt man zum Beispiel erlaubte Zustandsfunktionen fiir Kerngeriiste
von Molekiilen, die im allgemeinen sowohl unterscheidbare als auch iden-
tische Atomkerne enthalten.

3. Elektronische Zustande sind nur von den Koordinaten der ununter-
scheidbaren Elektronen abhangig. Diese sind identische Fermionen mit
nur zwei moglichen Spin-Orientierungen, charakterisierbar durch zwei
orthonormale Spinfunktionen a(w) und fB(w) :

/a*(w)a(w)dw = /ﬁ*(w)ﬁ(w)dw =1, (1.17)

/a*(w)ﬁ(w)dw = /ﬂ*(w)a(w)dw = 0. (1.18)
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Beispiel : Zwei-Elektronen-Systeme

Setzt sich ein stationédrer Zwei-Elektronen-Zustand W(x1, x2) multiplika-
tiv aus einem ortsabhéngigen Anteil ®(ry,rs) und einem reinen Spinan-
teil zusammen, so konnen vier verschiedene Produkte formuliert werden :

o
lIf(Xl,Xz) = <I>(r1,r2) X (w1)a(w2) (119)
Bw1)B(ws).

Wihrend die Produkte a(w)a(ws) und B(w;)B(we) symmetrisch sind
bezogen auf die Vertauschung beider Elektronen, sind a(w;)B(ws2) und
B(wi)a(ws) weder symmetrisch noch antisymmetrisch, sondern unsym-
metrisch. Erst ihre beiden (durch den Faktor % normierten) Kombina-
tionen

a(wr)a(ws)

(s)

W (x1.x0) = D(rr,rs) X 7 iaw1)B(w2) + flwr)a(wz)} (s) (1.20)
) )

(

I {alwn)Bw:) - Blwn)a(ws)}  (a)
B(w1)B(ws) )

konnen als symmetrisch (s) oder antisymmetrisch (a) charakterisiert
werden.

Damit die Antisymmetrie der Gesamtfunktion W(xi,x2) erfillt ist,
miissen die symmetrischen Spinanteile (s) mit antisymmetrischen Orts-
funktionen ®(ry,rs) verkniipft werden. Umgekehrt gehort zur antisym-
metrischen Spinkombination (a) ein symmetrischer Ortsanteil.
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1.3. SCHRODINGER-Gleichung

Die Zeitevolution der Zustandsfunktion ®,(t) eines Quantensystems
mit einem zeitabhingigen HAMILTON-Operator H(t) wird durch die
zeitabhdngige SCHRODINGER-Gleichung

~ 0P, (t

H(t)®;(t) = ihﬁ (1.21)

ot

beschrieben. Zur Losung dieser Differentialgleichung muss die Zustands-
funktion ®,(t) zu einem Anfangszeitpunkt (¢ = 0) vorgegeben werden.

Der HAMILTON-Operator wird immer dann zeitabhangig, wenn das Sys-
tem von aussen in deterministischer Weise gestort wird. Die zeitliche
Entwicklung eines abgeschlossenen Quantensystems mit dem zeitun-
abhingigen HAMILTON-Operator H ist gegeben durch

i(t) =, - exp (-“fj> | (1.22)

wobei ¥, eine Losung der zeitunabhédngigen SCHRODINGER-Gleichung
HU,; =, - F, (1.23)

ist [®]. Diese hat die Form einer Eigenwertgleichung mit dem FEigen-
wert E;, der j-ten erlaubten Zustandsenergie des abgeschlossenen, sta-
tionaren Systems. Entsprechend reprasentiert die Eigenfunktion W, den
zugehorigen stationaren Zustand.

Kommentar :

Dieses Postulat ermoglicht es, die erlaubten Energien atomarer und
molekularer Systeme rechnerisch zu bestimmen, und diese mit exper-
imentellen Ergebnissen zu vergleichen. Das Problem, die Energien sta-
tionarer Zustande zu berechnen ist damit reduziert auf die Suche nach
denjenigen ¥; und E;, die die zeitunabhéngige SCHRODINGER-Gleichung
erfiillen.

51 Durch Einsetzen in die zeitabhéingige Differentialgleichung erhélt
man :

A "o SEN\ i "o
HWU ; exp (—Zthj> = 1hW; exp <—Zt J). ] = U, exp (—Zthj)-Ej

h h
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Die HERMITEsche (oft sogar symmetrische) Eigenschaft des (reellen)
HAMILTON-Operators hat zur Folge, dass alle seine Energie-Eigenwerte
reellwertig sind : E; = E7.

Ferner sind zwei Zustands-Eigenfunktionen ¥, und Wy, die zu verschie-
denen Energie-Eigenwerten F; und Ej, gehoren, orthogonal zueinander :

/xp;\pder = /\If;;\lfder =0, (1.24)

(Notation : dry ...dry = dVr) 19,

Orthogonalitat und Normierungsbedingung fasst man oft zusammen im
KRONECKER-Symbol 6. ¥; und ¥}, heissen orthonormiert, wenn :

* N.. % N ¢ 1 fallsj:k,
/\I/j\lfkd I‘—/\Ifk\lfjd I‘—(Sjk_{o fallsy;ék (125)

[6]  Aus ﬁ\lfj =W, E; und ﬁ*\IJ,’; = W7 - ;. erhalt man durch Links-
multiplikation mit ¥} bzw. ¥, und anschliessender Integration :

/@;(prj)dNr = /xp;;(\pj-Ej)dNr = Ej/xp;xpder,

/qu(ﬁ*q/;;)dNr: /\Ifj(\lf;;-E;)dNr:E;/\pj\If;dNr.
Die Differenz

/xp;;(ﬁ\l;j)dNr—/xpj(ﬁl*xp;;)dfvr: (E; —E;)/wzxpjd%

-~

=0

muss wegen der HERMITizitat des Operators gleich Null sein.

Zu unterscheiden sind zwei Falle :

e k = j: Das Integral der rechten Seite verschwindet nicht. Also muss
E; = E7 sein. Diese Bedingung ist nur fiir reellwertige Konstanten
erfiillt.

e k # j : Das Integral der rechten Seite verschwindet, denn voraus-
setzungsgemass ist E; # (B = EJ).

11



Beispiel : Translatorische SCHRODINGER-Gleichung

Die partielle Differentialgleichung
—(1/2M)A(r)¥(r) =V(r) - F (1.26)

beschreibt die Translation eines Teilchens der Masse M (in der atomaren
Masseeinheit m.) in einem potentialfreien Gebiet (V = 0).

Eine Losung dieser besonders einfachen SCHRODINGER-Gleichung ge-
lingt durch die Technik der Variablenseparation mit den folgenden drei
Teilschritten :

e Man setze ¥(r) als Produkt von Funktionen an, die ihrerseits nur
von je einer Variablen abhingen (Separationsansatz).

e Man setze diese Produktfunktion in die partielle Differentialglei-
chung ein und versuche, sie in eine Summe von Termen umzuwan-
deln, von denen jeder nur von einer Variablen abhangt. Die Summe
dieser Terme muss konstant sein.

e Weil die Argumente der verschiedenen Funktionen unabhéangig
voneinander variiert werden konnen, muss auch jeder Term fiir sich
konstant sein. Fiir jede Variable lasst sich deshalb eine separate,
gewohnliche Differentialgleichung formulieren. Gelingt dies, so hat
sich der Separationsansatz als gerechtfertigt erwiesen.

In CARTESischen Koordinaten lautet die translatorische SCHRODINGER-
Gleichung :
1 0? 0? 0?

Der einfache (von Null verschiedene) Separationsansatz
W(r,y, 2) = X(2)Y (5)Z(2) £ 0 (1.28)

verkniipft drei neue, eindimensionale Funktionen X (z), Y (y) und Z(z)
multiplikativ miteinander. Durch Einsetzen in die partielle Differential-
gleichung erhalt man :

0% X (x) %Y (y) 0%7(2)
Ger VAKX Sy 2 XY

oder (nach Division durch XY Z #0) :

iazX(sc) 182Y(y) 1822(2)
X Ox? Y 0y? Z 0z

= 2M-XYZ-E, (1.29)

— _2M - E. (1.30)
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Die Summe der drei linksseitigen Terme ist also konstant. Ferner bleiben
bei Variation von z auch die beiden y- und z-abhangigen Summanden
konstant. Nennt man die Summe aller konstanten Terme —k2, so kann
man schreiben :

1 d?X 5 d?X
X a2 = —k, oder 7

+ k32X = 0. (1.31)

Entsprechendes gilt fiir die beiden restlichen Koordinaten :

1 d?Y d*Y

_ 2 2 _
? dy2 = —]{?y oder d—y2 + kyY — 07 (132)
und ) )
1 d“Z 2 a-z 2

Die Summe der drei Separationskonstanten —k2, —kz und —k? ergibt
—2M - FE, also gilt :

k2+kl+k?=2M-E. (1.34)
Die (uneigentliche) Losung (mit einer Konstanten N)
X(x) =N -exp(ik,x) (1.35)

der ersten gewohnlichen Differentialgleichung ist nicht normierbar,

solange man das Integrationsgebiet nicht einschrankt :
“+00 “+oo
X*(2) X (z)dx = ./\/2/ exp(—ik,x) exp(ikyx) dx = oo. (1.36)

— o0 — 0 ~~
=1

Kann sich das Teilchen frei im Raum bewegen, so wird die Wahrschein-
lichkeit, es in einem endlichen Volumenelement anzutreffen, gleich Null.
Man beschrankt seine Bewegung deshalb auf ein endliches Teilgebiet
und erhalt dadurch eigentliche, das heisst normierbare Losungen. Fir
ein eindimensionales potentialfreies Gebiet der Lange L, kann man fol-
gende normierbare Losungen angeben :

X(z) =N -sin(k,x), falls 0<z<L,. (1.37)
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Auf dem Rand des “eindimensionalen Kastens” nehmen sie den Wert
Null an :
X(0)=X(L,)=0. (1.38)

Diese Randbedingungen sind nur erfiillt, wenn eine natiirliche Zahl von
Sinushalbwellen der Lange 7 gleich der Gesamtlange L, ist :
Ny T

kp=—— mit ny =12 (1.39)

xT

Analoge Resultate erhélt man aus den Differentialgleichungen fiir Y (y)
und Z(z). Die erlaubten Translationsenergien werden also durch drei
Quantenzahlen (n,,ny,n.) charakterisiert :

7T2 n2 n2 n2
Enanym) = 537 <ﬁ + ﬁ + ﬁ : (1.40)

Im Falle geringer Partikelmasse M und kleiner “Kastenlangen” L, L,
und L, ist das Spektrum der erlaubten Energien diskret oder quan-
tisiert (“Quantentheorie”). Mit zunehmender Teilchenmasse und wach-
sendem Integrationsgebiet verschwindet diese Diskretisierung allerdings :
ein quasi-kontinuierliches Energiespektrum entsteht [7. Die zugehorigen
Losungen der translatorischen SCHRODINGER-Gleichung lauten :

\P(nm,ny,nz) = Xnm (aj)Yny (y)an (Z)

1.41
:N-sin(%ﬂ-x) sin (7% y) sin (%Wz) (1.41)
x Y z

Aus der Normierungsbedingung [ ¥*Wdzdydz := 1 erhélt man schliess-
lich fiir den Normierungsfaktor A/ 8]

2\ /2\2/2)\?2 8 \?
venwi=(2) (5) (2) =(eom) - oo

7 In einem Metallquader makroskopischer Ausdehnung, dessen Va-
lenzelektronen naherungsweise als voneinander unabhangig und frei be-
weglich angesehen werden konnen, liegen die erlaubten Energien sehr
dicht beieinander.

81 Fiir die normierte Te1llosung Xn

. (%)
— [ x2 _ A2 o™ _ (=2
1:= /0 X (x)dx —N sin ( I az) — N, = <Lx)

g

x) muss gelten :

N

~"~

=L,/2
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1.4. Erwartungswerte

Wird irgendeine Observable O durch den Operator O reprasentiert, so
ist der durch ihre Messung an einer grossen Anzahl n gleichartiger Sy-
steme im Mittel erhaltene Wert fiir einen durch die normierte Funktion
U beschriebenen Zustand gleich dem Erwartungswert O von O :

O:/xp*(o\y) r= lim —Zo (1.43)

n—oo M

O; bezeichnet das numerische Resultat der j—ten Messung von O.
Kommentar :

00,v bezeichne die Streuung (Standardabweichung) der Messwerte einer
Observablen O an einem System im Zustand W. Ihr Quadrat 0%’\1,, die
Dispersion (Varianz), ist gegeben durch

ooy = lim = > {0; -0}, (1.44)
also gemass dem Erwartungswertpostulat auch durch

0oy = /\If*({() — 0}20)d"r. (1.45)

1. Die Dispersion a?)’q, einer Observablen O beziiglich eines Zustands ¥
verschwindet genau dann, wenn ¥ eine quadratintegrable Eigenfunktion
von O ist

054 =00V =0T -0 oder (O—0)¥=0 (1.46)

wobei der Eigenwert o gleich dem Erwartungswert von O beziiglich ¥
ist: o= [U*(OV)d"r = O.

2. Fiir zwei beliebige Observable A und B gilt ferner (ohne Herleitung) :

1 A A A A
OAwOB,v Z § /\I/*({AB — BA}\IJ)dNI‘ . (147)

Fir die Operatoren der Ortskoordinaten ¢ und Impulskomponenten p,
fiir die die Vertauschungsrelation §p — pq = th gilt, folgt damit die
beriihmte HEISENBERGsche Unbestimmtheitsrelation

1
0A VOB,V Z §h (148)

Dieses Resultat zeigt, dass eine quantenmechanische Zustandsfunktion
U nie Eigenfunktion aller Operatoren sein kann. Es konnen also niemals
alle potentiellen Eigenschaften des Systems aktualisiert sein.

1Q



Beispiel : Variationstheorem

Fiir eine beliebige normierte Testfunktion ® ist der Erwartungswert E
der Energie immer grosser als der niedrigste exakte (zur Eigenfunktion
Uy gehorende) Eigenwert Ej :

(E = /@*(ﬁ[@)dNr) > F. (1.49)

Zum Beweis entwickelt man ¢ als Linearkombination der (im allge-
meinen unendlich vielen) normierten Eigenfunktionen von H :

O =) U und =) Uy, (1.50)
j=1 k=1
wobeil
0 =V -Ef und HYy =T, By (1.51)

Wegen der Normiertheit von ® und der Orthonormalitat der Eigenfunk-
tionen von H gilt :

1 :/<I>*<I>dNr:ic;f

j=1 k=

(0. @) oo

ck/\p;\pder =Y cc;. (1.52)
1 ~ _

J=1

Einsetzen der linearen Entwicklung ergibt :

E = /CI)*(fI(I))dNr - /(i c;qu;f) (ﬁickmk)d%

j=1
—3 S g / W (W) dr
j=1 k=1
=Yoo > e [ B Bdtr =3 B
j=1 k=1 < - =1
:Ekz'éjk
X (1.53)
Ey, der niedrigste Eigenwert von H, erfiillt die folgende Ungleichung :
ZC;CjEj 2 (Z C;CjEO = EO ZC;Cj = EO) (154)
j=1 j=1 j=1
——

=1

Daraus folgt : (E = [ ®*(H®)d"r) > Ey.
Das Gleichheitszeichen ist erfiillt, wenn die Testfunktion ® gleich der
energieniedrigsten Eigenfunktion ¥y von H ist.
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2. Das Wasserstoff-Atom

In der Naherung unendlich grosser Kernmasse, das heisst unter der An-
nahme, dass

e der Kern in Ruhe ist, und dass
e der Schwerpunkt des Zwei-Partikel-Systems bestehend aus Kern
und Elektron mit dem Kernort gleichgesetzt werden kann,

wird die Gesamtenergie des H-Atoms und der wasserstoffahnlichen Ionen
(He®, Li?® Be®?, ...) durch den HAMILTON-Operator fiir das Elektron
(Masse m, und Ladung —e) in einem radialsymmetrischen COULOMB-
Feld einer Punktladung Ze (Kernladungszahl Z) im Koordinatenur-
sprung beschrieben. In atomaren Einheiten und CARTESischen Koor-
dinaten lautet er dhnlich wie in Gleichung (1.9) :

1 Z

Hy, (2.1)

Die Variablen x, y, und z der zugehorigen SCHRODINGER-Gleichung
I:I(%y’z)\lf(:c,y, 2) =V(z,y,2)  F (2.2)

lassen sich (wegen (22 +y? 4+ 2%2)~1/2) allerdings nicht voneinander
separieren.

Hingegen fiihrt die beschriebene Separationstechnik bei der entsprechen-
den SCHRODINGER-Gleichung

1 A
{_§A(7‘,19790) - ?} \11(7’719, (P) = \P(T,ﬁ, 30) -k (2'3)

des Kugelkoordinatensystems mit den Variablen
0<r<oo , 0<?¥<m und 0< <27 (2.4)

zum Ziel.
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Wahrend der CARTESISCHE LAPLACE-Operator A, , .y die einfache,
aus Gleichung (1.3) bekannte Form hat, sieht der LAPLACE-Operator in
spharischen Koordinaten sehr viel komplizierter aus :

A _igr2§+1gsinﬁ£+la—2
(rdp) = 12 or or sin ¥ 09 09 sin? 9 0p? |

(2.5)
Am einfachsten erhélt man ihn aus seiner verallgemeinerten Darstellung,
dem LAPLACE-BELTRAMI-Operator.

Der LAPLACE-Operator in beliebigen Koordinatensystemen

Fir die Umrechnung des LAPLACE-Operators von einem n-dimensio-

nalen Koordinatensystem u = (uj,us,...,u,) in ein neues beliebiges
n-dimensionales Koordinatensystem v = (vy, vs, ..., v,) mit
up = u1(v1, V2, ..., 0,) Uz = u(V1,V2, ..., V) ... (2.6)

eignet sich besonders seine verallgemeinerte Darstellung, der LAPLACE-
BELTRAMI-Operator :

1 0 N i
SN (6 iy ) (2.7

(O. FORSTER : Analysis III (1983), §3. Partielle Integration) .

Mit g wird die Determinante der metrischen Matrix G = J'J bezeichnet,
gebildet aus der JAcoBI-Matrix J und ihrer Transponierten. G~! ist die
Inverse der Matrix G.

8u1 8u1 L. 8u1
ov, Ova avn
8u2 8’(1,2 L. 8u2
ovq Ovg Ovn
g =G| = 1313], L TS
Bup Oun .. Ouy
oy Ovag Ovn,

Jede Spalte j der JAcoBI-Matrix definiert die Tangentialvektoren der
Koordinatenlinien fiir v;, auf denen die iibrigen n — 1 Koordinaten kon-
stante Werte haben.
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Beispiel : Kugelkoordinaten
Mit der eindeutigen Abbildungsvorschrift

x=rsinvcosp , y=rsindsing , z=rcosv (2.9)

zwischen CARTESischen Koordinaten u := (z,y,2) und Kugelkoordi-
naten v := (r, 9, ¢) kann der LAPLACE-Operator fiir Kugelkoordinaten
auf einfache Weise bestimmt werden :

ox ox oz

ar 99 9p sinvcosp rcosvcosp —rsindsinp
J= % g—g g—f‘; = | sin¥siny rcosd¥siny rsindcosyp |,
9z 9z 0Oz cos v —7rsin 0
or 09 Oy
(2.10)
1 0 0
G=JJ=[0 r? 0 mit g = |G| =r'sin?9. (2.11)

0 0 r2sin?9

Wegen der Diagonalform von G kann auch G~! sehr einfach berechnet
werden

1 0 0
G'=[(0 % 0 : (2.12)
0 0 gy

und der LAPLACE-Operator in Kugelkoordinaten besteht nur aus drei
Termen :

sono = {8 (€8 o35 ()

Ry

S 9 7“2311"1192 +2 8111192 + 0 L 0
~ r2sind | Or or oY 0 Jp \ sind dp

1 ) 0 9 . 0? 0 ) 0? 1 2
g {2r81n19§ +r smf}w + 00819% + 8111198192 + Sind 97
92 20 1 [ 02 0 1 02
= — + —— 4+ =< — _ — 3. 2.1
or?2  ror r? { 092 +cot 19019 + sin? 19 Op? } (2.13)

DO

|



Variablenseparation der SCHR@DINGER—Gleichung :

Separationsansatz : W sei ein Produkt von Funktionen, von denen jede
nur von einer Variablen abhangt :

U(r,9,p) = R(r)0O(19)®(p). (2.14)

Ausgehend vom LAPLACE-Operator der Form (2.5) ergibt das Einsetzen
der Produktfunktion in die SCHRODINGER-Gleichung (2.3) :

L{@q)i (r2d—R) + R® L 4 <sin19@> +

272 dr dr sin ¥ dv dv
1 d*® Z

Jeder Differentialoperator wirkt auf eine Funktion nur einer Koordinate !

Versuchen wir zunachst, die ®-Funktion zu separieren; dies geschieht
durch Multiplikation der Gleichung (2.15) mit —2r2sin® 9/ RO®.
Nach dem Umordnen einiger Terme erhalt man :

sin®¥ d [ ,dR Z
D22 Loz (E+ 2
R dr(r dr>+ roem 19( +7~>+

sind d dO© N 1 d?® B
O dvY

SiIll(/l— Ed—w =

— 0. (2.16)

Die ersten beiden Terme sind zwar noch gemischt r- und vY-abhangig,
aber es gibt jetzt nur noch einen Term, der p-abhangig ist. Solange nur
@ variiert wird, bleiben die ersten drei Terme zusammen unverandert,

das heisst :
1 d?d

Konstante + D a2 =0, (2.17)
oder .

mit «, der neu eingefiihrten Separationskonstanten.
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Bis jetzt haben wir angenommen, dass nur ¢ sich andert, wahrend r
und 9 konstant gehalten werden. Allerdings ist auch klar, dass der -
Term bei Variation von r und 9 unbeeinflusst bleibt. Der -Term ist
also stets konstant, nicht nur unter der Bedingung konstant gehaltener
Koordinaten r und ¢ !

Mit (2.18) ergibt sich aus (2.16) unter Division durch sin®® :

1 d [ ,dR , Z

1 d dO «
2 (i) + 2. 2.1
T Osino dv (Smﬁdﬁ> T nze = (2.19)

Mit der Division durch sin® ¥ haben wir die - und r-abhéngigen Terme
voneinander separiert. Die ersten zwei hangen ausschliesslich von r ab,
die letzen beiden ausschliesslich von 9. Die beiden r-abhangigen Terme
zusammen miissen deshalb gleich einer Konstanten (3) sein; die Summe
der v-abhangigen Terme ergibt folglich —3 :

d [ 5dR 5 Z B
1 d (. .dO a®
T <81n19%> + i —[0. (2.21)

Mit dem Separationsansatz (2.14) ist es also gelungen, die partielle
Differentialgleichung (2.3) in drei gewohnliche Differentialgleichungen
(2.18), (2.20) und (2.21) aufzutrennen, von denen jede nun einzeln geldst
werden muss.
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Losung der Differentialgleichung fiir ®(yp) :

Die folgende normierte Funktion

1

o = exp(tm
Nor p(im)

(2.22)

stellt eine Losung der Differentialgleichung (2.18) dar, wie leicht durch
Einsetzen der Funktion ¢ und ihrer zweiten Ableitung nach ¢

RE 1

de* V2

gezeigt werden kann :
o= —m?. (2.24)

®(p) hat allerdings quadratintegrabel und eindeutig zu sein. Fiir be-
liebige Winkel 27 - m muss deshalb gelten :
P 2mm + ) = D(p). (2.25)

Diese Bedingung periodischer Geschlossenheit ist nur dann erfiillt, wenn
m ganzzahlig ist :
m=0,+1,£2,.... (2.26)

m charakterisiert als Quantenzahl die unendlich vielen quadratinte-
grablen und eindeutigen Losungen der Differentialgleichung (2.18).

Ersetzt man die Losungspaare

1 , 1 .
Q(m):\/%exp(zmcp) und CD(_m):\/%eXp(—zmcp) (2.27)

durch die folgenden renormierten Linearkombinationen :

1 i
O, = — 1 o d @, = — {0, —D_ ).
() \/5{ (m) + Py} und Dy \/5{ (m) <(2>2}8)

so erhalt man rein reellwertige Funktionen, die ebenfalls die Differential-
gleichung (2.18) erfiillen.
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Losung der Differentialgleichung fiir ©(¥) :

Durch die Variablensubstitution u := cos ¢ bringt man (2.21) mit
O(9) := f(u) = f(cos?) (2.29)

zunachst auf eine etwas einfachere Form !

2 2
(1—u2)ﬂ_2uﬁ+{5— 1mu2}f(u):0. (2.30)
Die Separationskonstante o wurde dabei nach (2.24) wieder durch
—m?(m = 0,%1,42,...) ersetzt. Diese LEGENDREsche Differentialglei-
chung kann fiir den Spezialfall m = 0 mit Hilfe eines Polynomansatzes
fir f(u) gelost werden; im allgemeinen Fall (m # 0) muss zunéchst der
Term —% f(u) eliminiert werden; dies gelingt durch den folgenden
Produktansatz :

flu) = (1 —u?)= g(u). (2.31)
Setzt man die Ableitungen
df Iml dg Iml _
il S u?)2 5, Imlu(l = u?) = lg(u) (2.32)
und 2 2 ;
_ 2\ lml 479 21zl 149
W—(l—u) du2—2|m|u(1—u) ™

+{Iml(im] = 2u2(1 = u) 52 = (1 - w?) F T L glw) (233)

in die LEGENDREsche Differentialgleichung (2.30) ein, so erhélt man :

(11 Setzt man die Differentialquotienten

BB W a2 - T

49 du dY du du
und
RIS) . §d2® du cosﬁd@ (1 2>d2f df
— = —sin¥—— - — — — =1 —-u)—% —u—
d9? du? dv du du? du

in (2.21) ein, so erhdlt man (2.30).
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(1-— u2)@+1d2—9 —2u(|m| 4+ 1)(1 —u?)2 ==+
du? du
|m | ||

B —u)F w1 - )% bgw) =0, (2.34)

iml dg

[

Division von (2.34) durch (1 — u?)™= ergibt :

1) 8 ou(im| + )% 4 (5~ pmi(m + Dl =0 (235)
du? du g == '

Abgesehen von einigen Konstanten unterscheidet sich (2.35) von (2.30)
nur durch das Fehlen des letzten Terms. Eine (partikulare) Losung der
neuen Differentialgleichung (2.35) findet man mit Hilfe des folgenden

Polynomansatzes fiir die bisher nicht spezifizierte Funktion g(u) :

kmam

g(u) := Z cpu®  mit  Kae > 0. (2.36)
k=0

Die Wahl eines solchen Polynomansatzes resultiert aus der Forderung,
dass die vollstandige Potenzreihenentwicklung nach endlich vielen Glie-
dern abbrechen muss, damit g(u) als Faktor in einer Zustandsfunktion
fiir das Wasserstoffatom normierbar, das heisst quadratintegrabel ist.
kmaz entspricht dann dem Grad des Losungspolynoms. Setzt man (2.36)
und die Ableitungen

Ty Z kepuP™! (2.37)
u

und

5= > k(k = 1)epufs (2.38)

in die Gleichung (2.35) ein, so ergibt sich :

kmam ma$
(1 —u?) Z k(k — 1)cpu®2 — 2u(|m| + 1 Z kepuP 14
k=0
[|mvm+u§j%u (239
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Oder, nach Potenzen von u geordnet :

kmax

S {0+ 2)(k + ersn — k(k — ew — 2(m| + kst
k=0

8 = Iml(Im] + Dlex fu* =o. (2.40)

Da die linke Seite fiir alle Werte von u Null ergeben muss, ist jeder
einzelne Koeffizient von den einzelnen Potenzen von u gleich Null zu
setzen, und man erhalt :

(k+2)(k+ 1)ckqo — k(k— Der — 2(Im| + 1) keg+
+[B — |m|(|m| + 1)]ex, = 0. (2.41)
Daraus ergibt sich die folgende Rekursionsformel :

_ (m[+F)(m|+E+1) -5
Ck+2 = (k‘ n 1)(]€ n 2) - Ck. (242)

Der Abbruch der Entwicklung (2.36) nach k4, > 0 Gliedern ist immer
dann gewahrleistet, wenn

Ck,...+2=0 und ¢k, qr # 0. (2.43)

Der Zéahler aus (2.42) muss also fiir k4, verschwinden; fiir die Separa-
tionskonstante (3 ergibt sich daraus :

B = (Im| + kmaz)(|m| + kmaz +1) mit ke > 0. (2.44)

Z:l ;:l

Fiihrt man fiir die Summe von |m| und k,,q, die ganze Zahl [ ein, so
ergibt sich fiir den Grad ki, des Polynoms (2.36) : ke = [—|m| > 0,
das heisst [ > |m| oder

[ >0 und —1<m<+L. (2.45)

Unnormierte Losungen der Differentialgleichung (2.35) erhélt man, wenn
man fiir den ersten geraden Koeflizienten ¢y und den ersten ungeraden
Koeffizienten c¢; des Polynomansatzes beliebige Werte (zum Beispiel
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1) vorgibt. Zu beliebig vorgegebenen cy und c¢; gibt es fiir ein fest
vorgegebenes 3 = [(l + 1) mit [ > |m| genau ein Polynom

I—|m|
_ k : ci1,c3,65...=0 fallsl=0,2,4,...
Gim (1) = kz_o crRu”  mit {CO,C2,C4... =0 fallsi=1,3,5,... "
(2.46)

dessen iibrige Koeffizienten der Rekursionsformel (2.42) gentigen.

m[ 1] B |coler| e2 | c3 | Gim(u) Jim ()

010101 1 1

0112 0|1 U U

0 12/6 10| 3 1—3u |1—3u

0 [3[12|0|1 | 0 |—2|u—3u?|u—3u

1(1]2 1 1 (1—u?)z

1(2/6 |01 u (1—u?)zu

1 (3]12]1 ~10 1—5u? | (1—u?)z(1— 5u?)

2 1216 |1 1 1 — u?

2 13112101 u (1—vu?)u

313|121 1 (1—u?)2

Die Funktionen fj,,(u) aus Gleichung (2.31) sind eng verwandt mit
den sogenannten — den Polynomen g;,,(u)) — zugeordneten LEGENDRE-

Funktionen PlIml mit der Orthogonalititseigenschaft

+1
2 I+ |m))!
P )P (w)du = Sy 2.4
[, A e = s T 247
Um diesen Zusammenhang der Form
m m m Lm|
P () = NJ™ - fim (1) = N[™ - (1 = 12) 5 g (u) (2.48)

herzustellen, bedarf es einer entsprechenden Normierung mit dem aus
(2.47) zu ermittelnden Faktor N l|m|.

Macht man die Variablensubstitution u := cos¥ wieder riickgangig, so
erhélt man mit (2.29) schliesslich als Losungen ©y,, () der Differential-
gleichung (2.21) :

(@24 1) (I — |m])!
@lm(ﬁ)—{ 2 (I+|m])!

mit den ganzzahligen Quantenzahlen m und [ > |m)|.

}§ Pl|m|(cos ) (2.49)
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Lo6sung der Differentialgleichung fiir R(r) :

Zur Vereinfachung der gewohnlichen Differentialgleichung (2.10) mit § =
[(lI+1) und [ > |m/| filhrt man zunéchst eine Produktfunktion p(r) ein :

p(r) =r-R(r). (2.50)
Einsetzen von ]
R(r) = - p(r) (251)
und den Differentialquotienten
dR 1 (dp 1
i e’ 2.52
dr 7 <dr r p(r)), (2.52)
CR_1(Ep 2dp 2 (2.53)
a2 r\arz rar 2 ? '

ergibt (nach Division durch r) eine neue Differentialgleichung fiir p(r) :

37}29 - z(z; 1) () + ? p(r) = —2E - p(r). (2.54)

Funktionen, die (2.54) erfiillen und quadratintegrabel sind, miissen fiir
r — oo abklingen. Um einen geeigneten Losungsansatz zu wahlen, un-
tersucht man deshalb zunachst die Form der Differentialgleichung (2.54)
beim Grenziibergang » — oo. Die Faktoren %2 und % in Gleichung
(2.54) fithren dazu, dass der zweite und der dritte Term der linken Seite
gegeniiber den restlichen beiden Termen vernachlassigbar sind, wenn r

gross genug ist. Im Grenzfall r — oo erhélt man also aus (2.54) :

% — 9B p(r) (r — o) (2.55)

Eine asymptotische Losung von (2.55) ist offenbar :
p(r) =exp(xvV—-2E-1) (r — 00). (2.56)

Fiir bindende Zustiande ist die Energie E des H-Atoms negativ; die
Wurzel im Exponenten der asymptotischen Losung (2.56) ist dann reell.
Um normierbar, das heisst quadratintegrabel zu sein, muss p(r) ferner
geniigend rasch mit wachsendem r verschwinden, das heisst : nur das
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negative Vorzeichen des Exponenten in (2.56) kommt in Frage. Ein sinn-
voller Losungsansatz p(r) fiir die Differentialgleichung (2.54) sollte die
asymptotische Losung (2.56) (mit negativem Vorzeichen des Exponen-
ten) als Faktor enthalten; man wahlt deshalb :

p(r) = exp(=V=2E-7) - q(r), (2.57)
wobei die Funktion ¢(r) noch weiter zu spezifizieren sein wird.
Setzt man (2.57) sowie die Differentialquotienten

% = exp(—V—2F - r) <% —Vv-2F- Q(T)> ; (2.58)

dq
%]2) = exp(—V—2F - ) (W o/ 2E- Y _op . q(r )) (2.59)
n (2.54) ein, so erhdlt man eine neue (die LAGUERREsche) Differential-

gleichung fiir ¢(r) :

__2@.@_M.q(r)+¥.q(r):o, (2.60)

dr? r2
fiir die man mit einem zu (2.36) analogen Polynomansatz

n

g(r) == apr® (n>0) (2.61)

k=0

eine (partikulare) Losung finden kann.

Die Forderung, dass ¢(r) ein Polynom vom Grad n zu sein hat, resultiert
wieder aus der Eigenschaft physikalisch sinnvoller Funktionen, normier-
bar (das heisst quadratintegrierbar) zu sein.

Analog (2.37) und (2.38) erhélt man fiir die erste und die zweite
Ableitung von ¢(r) :

2 = Zkakrk_l, (262)

—— = k(k—1)apr*=2. (2.63)
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Aus (2.60) wird durch Einsetzen von (2.61), (2.62) und (2.63) :

n

Z{k(k — Dapr* 2 — 2/ =2F - kayr*!

k=0

I+ Vagrt=2 + 2Zakrk_1} =0 (2.64)

und, nach dem Ausklammern von r*~1 :

n

Z{(k—i—l)kakﬂ—2\/—2E-kak—l(l—i—1)ak+1—i—ZZak}rk_l — 0. (2.65)
k=0

Jeder einzelne Koeffizient vor den einzelnen Potenzen von r muss Null
ergeben; der Ausdruck in den geschweiften Klammern von (2.65) ist also
Null zu setzen. Daraus erhalt man die folgende Rekursionsformel fiir die
Koeffizienten des Polynomansatzes (2.61) :

2k —2FE — 27
a —_=
TR+ 1) — 11+ 1)

Der Abbruch der Polynomentwicklung (2.61) nach n > 0 Potenzen ist
immer dann gewahrleistet, wenn

apt1 =0 und a, #0 (2.67)

Der Zahler der Rekursionsformel muss also fur £k = n > 0 verschwinden.
Daraus folgt :

z (2.68)
n = i
vV —2F
oder 72
EF=———. 2.69

Der Energieeigenwert des H-Atoms hangt also nur von einer neuen Quan-
tenzahl n ab, deren Zusammenhang mit der Quantenzahl [ wie folgt
ermittelt werden kann : Setzt man (2.69) in (2.66) ein, so lautet die
Rekursionsformel jetzt :

27 k—n
Gl = {k(k+1)—l(l+1>}'a’“’ (2.70)

)



oder “riicklaufig” geschrieben :

:2Z k—mn

ay ist Null, falls £ = [, das heisst a; = 0. Der erste nicht-verschwindende
Koeffizient ist also a;y1, das heisst ar # 0, falls k > [ + 1. n ist aber
immer > k, das heisst n > [+ 1 oder n > [.

Aus (2.45) und der Ungleichung n > [ erhalt man schliesslich sdmtliche
Kombinationsmoglichkeiten fiir die ganzzahligen Quantenzahlen n, [,
und m :

n>1 (2.72)
0<l<n-1 (2.73)
—1<m <+ (2.74)

WEeil die Energie des H-Atoms nur von der Hauptquantenzahl n abhangt,
es fiir ein gegebenes n aber wegen (2.73) und (2.74)

n—1

> (204 1) =n’ (2.75)

=0

erlaubte Kombinationen der Quantenzahlen [ und m gibt, ist jedes Ener-
gieniveau n?-fach entartet.

Fasst man die Ansétze (2.51), (2.57), und (2.61) sowie das Ergebnis
(2.69) zusammen, so erhdlt man (mit dem Faktor N,; zu normierende)
Losungsfunktionen R,; der folgenden Form :

n n—1
—Zr —Zr
Rn N’I’L * k_l N’)’L ‘ k?
(1) ! exp( - ) E apr ! exp( - ) E Api1T

k=l+1 k=l
(2.76)
die man auch als Produkt einer abfallenden Exponentialfunktion, einem
“zugeordneten L AGUERRE-Polynom” Liljrrll (p) mit p = 2Zr/n und

einem Faktor p! darstellen kann :

1
22\° (n—1-1)]° p
R (r) = — (=2) o' 225 o). (277
Die ersten LAGUERRE-Polynome (mit niedrigen Indizes) lauten :

Li(p) =1, L3(p) =2p—4, L3(p) = =3p° +18p — 18 , L3(p) :(—6 :
2.78
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Zusammenfassung :

Die SCHRODINGER-Gleichung

1 A
{_§A(r,19,<p) - ?} ‘11(7“77-9790) = ‘11(7“7?97%0) ) E7 (279)

fiir die Energie F (in atomaren Einheiten) eines Elektrons im radial-
symmetrischen CoULOMB-Feld des punktformig gedachten Kerns mit
Ordnungszahl Z lasst sich mit Hilfe des Separationsansatzes

Vot (1, 0, ) := Ry (1) O (9) P () (2.80)

in einem spharischen Koordinatensystem mit den Variablen r, 9, und ¢
in drei gewohnliche Differentialgleichungen separieren. Normierte Pro-
dukte der Losungen dieser drei Differentialgleichungen heissen Atomor-
bitale. Die werden durch drei ganzzahlige Quantenzahlen n, [, und m
charakterisiert mit den Wertebereichen :

n>1 , 0<I<(n—-1) , —-1<m<+lL (2.81)

Die Energien dieser so charakterisierten Ein-Elektron-Zustande hangen
nur von der Quantenzahl n ab und sind n2-fach entartet :

122
E,=—-=—. 2.82
2 n? ( )
—1, die Grundzustands-Energie des Wasserstoff-Atoms (Z = 1,n = 1)
ist gleich der Hélfte der atomaren Energie-Einheit (benannt nach D.R.
HARTREE; 1H =27.211...eV =627.51...kcal/Mol).
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Die analytische Form der vierzehn energieniedrigsten, - im allgemeinen
komplexwertigen - Atomorbitale und ihre Bezeichnungen werden in der
folgenden Tabelle zusammengefasst :

Code \Ilnlm(ra 197 90)

1s Wioo = (71')_%(2 %exp(—Zr)

NN

il Il
~

Ve

2—Zr)exp(—Zr/2)
Zr)exp(—Zr/2) cosv
Zr)exp(—Zr/2)sin v exp(Lip)

)
2s \11200 = (4)_1<27T)_
2po | Wa210 = (4)71(27) 1
2p+1 | Pora1 = (8)7H(m)"2

~
N~—
~

3s W3po = (81)~
3po | Ws10=(81)"
3pa1 | Uaier = (81)71(m) "2
3dg = (81)_1 67‘(‘)_%
3dy1 | Wsorr = (81)"1(m) " 2(2)%
3dio | WUgoq9 = (162)_1(7{')_ (Z)

(27 — 18Zr + 2Z°r*) exp(—Zr/3)

2(6 — Zr)(Zr) exp(—Zr/3) cos ¥

(6 — Zr)(Zr)exp(—Zr/3)sind exp(Fip)
(Z%r?) exp(—Zr/3)(3cos® ¥ — 1)

§227“2) exp(—Zr/3) sin ¥ cos ¥ exp(tip)
3(Z2r?) exp(—Zr/3) sin® v exp(+2ip)

Interessiert man sich fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit als Funktion
von r allein, so hat man tiber ¥ und ¢ zu integrieren und erhalt damit
die Wahrscheinlichkeit W,;(r)dr, dass sich das Elektron im Zustand
U,im (1,9, ) in einer Kugelschale mit innerem Radius r und &usserem
Radius r + dr befindet :

27

Wi (r)dr :/ / | Rt (7)O 1 () @, () |22 drr sin 9dddp
¥=0 J =0

= |Rnl(7’)|2r2dr.

(2.83)

r2dr sin 9diddy ist dabei das Volumenelement in Kugelkoordinaten.

Der Graph der Antreffwahrscheinlichkeit Wio(r)dr des Elektrons im
1s-Orbital hat sein Maximum an der Stelle ag = 0.52918...A, dem
Bonrschen Radius. Dieser fungiert als atomare Langeneinheit.

Von der Winkelabhéngigkeit der Atomorbitale bekommt man eine gute
Vorstellung, wenn man die komplexwertigen Losungen der Tabelle
durch die korrespondierenden reellwertigen Linearkombinationen er-
setzt (nach der Vorschrift (2.28)), und ein geeignetes Punktraster
eines frei gewahltem Funktionswerts graphisch miteinander verbindet
(“Hohenliniendarstellung”).
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3. Das Wasserstoff-Molekiilion HY

Hg9 , ein Dreikorpersystem aus zwei identischen Wasserstoftkernen der
Masse M mit den Ortsvektoren R; und Ry und einem Elektron der
Masse m. am Ort r, ist das einfachste Molekiil, das es gibt. Wir ver-
suchen zunéchst, es mit folgendem HAMILTON-Operator (in atomaren
Einheiten)

1 1 1 1
— (A + A5 — —
oaf Bt A) r—Ri| |r—Ry | Ri—Ry

H= —%A - (3.1)

zu beschreiben. A; und As bezeichnen die LAPLACE-Operatoren der
beiden Kerne, A denjenigen des Elektrons.

Im BORN-OPPENHEIMER-BIild werden die Kerne als unvergleichlich viel
schwerer als das Elektron angesehen, so dass sich die schnellen Elek-
tronen um ein an den Stellen R; und Ry eingefrorenes Kerngeriist
bewegen. Fir festgehaltene Kernpositionen ist die kinetische Energie
—(1/2M)(A1 + Ag) der Kerne gleich Null und die Abstossungsenergie
1/|R1 — Rg| der Kerne konstant, so dass sich der HAMILTON-Operator
(3.1) reduziert auf den elektronischen HAMILTON-Operator :

A 1 1 1
CH = _——A— _
2 |I‘—R1‘ ‘I‘—RQ‘

(3.2)

Bei starrem Kerngeriist sind die stationaren Zustande des Elektrons
gegeben durch rein elektronische Zustandsfunktionen “¥; = “W,(r; R),
die nur noch parametrisch vom Kernabstand R := |R; — Rs| abhén-
gen 1. Ebenso sind die zugehérigen Energie-Eigenwerte °E; der elek-
tronischen SCHRODINGER-Gleichung

‘HU,; =°V,-°F; (3.3)

Funktionen von R : °E,; = °E;(R). Tragt man die Energie der j-ten
BORN-OPPENHEIMER-Gesamtenergie

B;(R) = “E;(R) + 3 (3.4

1 Zur Beschreibung eines Ein-Elektron-Systems bedarf es (wie beim
H-Atom) keiner Spinvariable.
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als Funktion des Kernabstands R auf, so erhalt man eine Potentialkurve,
deren Minimum dem Gleichgewichtsabstand °R;, also der Bindungslin-
ge des Molekiils im j-ten elektronischen Zustand entspricht.

Es ist eine Besonderheit des HY-Tons, dass seine elektronische SCHRO-
DINGER-Gleichung analytisch 16sbar ist. Dennoch wollen wir an die-
sem einfachen Beispiel nur Naherungslosungen anstreben, die wir aus
dem (bereits besprochenen) allgemein anwendbaren Variationsprinzip
ableiten konnen.

Dieses Variationsprinzip legt folgendes Verfahren zur (approximati-
ven) Berechnung elektronischer Zustandsfunktionen und deren Energien
nahe 12l : Man setzt die Testfunktionen 1;(r) als Linearkombinationen
einer Menge vorgegebener, linear unabhangiger Basisfunktionen

{gbZ(r)]u:l,Q,...,No} und {¢,(r)lv=1,2,...,N,} (3.5)

an :

N, No
Yie) = Cridi(r) und ¢;(r) =) Cuiou(r), (j=1,2,...,N)
u=1 v=1

(3.6)
und bestimmt die optimalen Linearkoeffizienten C; und C,; wie folgt :
Die (im Sinne des Variationsprinzips) beste Testfunktion ist diejenige,
deren Erwartungswert (hier mit E; bezeichnet) bei Variation der Li-
nearkoeffizienten minimal wird, das heisst : dessen samtliche partielle
Ableitungen nach den C}; und den C); verschwinden :

OE;  OF, .
= = =1,2,...,N, .
aCZJ aCVJ 07 (ILL7 V?] Y 9 9 ) (3 7)

In einer Chemie, die sich Molekiile aus atomaren Bestandteilen aufge-
baut vorstellt, ist es naheliegend, die Testfunktion 1,(r) fiir den elek-
tronischen Zustand j eines molekularen Systems als Linearkombination
von Atomorbitalen anzusetzen (Linear Combination of Atomic Orbitals
(LCAQO)). Als Basisfunktionen wahlt man zum Beispiel solche Atomor-
bitale, die den bereits bekannten Losungen des H-Atoms verwandt sind.

21 Solange ausschliesslich elektronische HAMILTON-Operatoren, Zu-
standsfunktionen und -energien diskutiert werden, kann deren Kenn-
zeichnung durch das hochgestellte ¢ entfallen.
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Damit die Normierung der Testfunktion bei Variation der Linearkoef-
fizienten gewahrleistet ist, schreibt man fiir den Erwartungswert :

=H,,
() (T ()} E,mc* Cuy [ 6){Ho,(x)}dr
p, = LU / =
JU5 oo OUJ/QS ()6 (x

(3.8)
&; bezeichnet hier den wahren Eigenwert der j-ten Eigenfunktion von H.

Mit den neuen Definitionen H,, (HAMILTON-Integral) und S, (Uber-
lappungsintegral) in (3.8) erhélt man :

zo: H,,C:.C,; = (Z S C;; ) . (3.9)

pv=1 p,v=1

Differenziert man partiell nach einem speziellen C};; (Produktregel) 3]

o o . OF,;
Y HuCui= Y SuCui| E;+ Z SuwChhi 5o (310)
v=1 ]

pwv=1

so erhdlt man zusammen mit der Optimierungsbedingung (3.7) die fol-
gende Matrixgleichung :

(HC)MJ' = (Sc)quj = (SCE)MJ', (,u,] = 1, 2, ce ,NO) (311)
Fiir die Gesamtheit der Matrixelemente lautet (3.11) :
HC = SCE. (3.12)

e H ist die HERMITEsche HAMILTON-Matrix, das heisst H,,, = H,.

e Sist die HERMITEsche Matrix der Uberlappungsintegrale, das heisst
Spv =5,

e C ist die Matrix der LCAO-Koeffizienten mit der Eigenschaft
C'SC =1 (C' ist die Adjungierte von C, das heisst (C');; = C%)-

e E ist die reelle Diagonalmatrix der Energien E; : (E);; = E;J;;.

1 Partielle Differentiation nach einem speziellen Cy; liefert das
entsprechende komplex konjugierte Resultat.
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Die Losung eines solchen (verallgemeinerten) Eigenwertproblems kann
auf folgende Weise geschehen :

Man beginnt mit einer Umformulierung von (3.11) (zunéchst ohne In-
dizierung der Energien) :

(H— ES)c =0, (3.13)

in der c eine Spalte (das heisst einen Eigenvektor) der quadratischen
Koeffizienten-Matrix C bezeichnet :

Cll C(12 C11No
C(21 022 <. C2No

C = . . . . = (Cl Cy ... CNO) (314)
Cn,1 Cn,o2 ... Cn,n,

Bei gegebenen Matrizen H und S hat diese Gleichung nur dann nicht-
triviale Koeffizienten-Vektoren ¢ # 0 als Losungen, wenn die sogenannte
Sakulardeterminante verschwindet :

H - ES| = 0. (3.15)

Entwickelt man die Sakulardeterminante, so erhalt man ein Polynom N,-
ten Grades in der unbekannten Energie E. Ein solches charakteristisches
Polynom hat N, Wurzeln {E;|j =1,2,...,N,}, die Eigenwerte der Ma-
trix H. Hat man einmal diese N, Eigenwerte ermittelt, so erhalt man die
zugehorigen Eigenvektoren {c;|j = 1,2,...,N,} (die Spaltenvektoren
von C), indem man unter Verwendung der Normierungsbedingung

No
> CriSuwCuy=1 (3.16)

Hv=1

jeden einzelnen Eigenwert E; in die Sdkulargleichung (3.13) einsetzt.
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Beispiel : Mimimalbasis-LCAO-Entwicklung

An jedem der Kernorte R; und Ry des HY-Molekiilions sei nur eine
normierte 1s-Basisfunktion zentriert : ¢1(r — Ry) und ¢2(r — Ry). H
und S sind in diesem Falle symmetrische (2 x 2)-Matrizen mit Ho; = Hio
und Hyo = Hqq, sowie So1 = S12 und wegen der Normiertheit beider 1s-
Atomorbitale S35 = S1; = 1. Die Bedingung (3.15) lautet also :

Hyy — ES11 Hig — ESi2 2 2

=(Hy1—F)"—(Hi2—ES =0. (3.17
His - ESip Hyy - ESyy |~ (i m BV = (o= E) (3.17)
Das charakteristische Polynom ist also eine quadratische Gleichung in F
mit den beiden Wurzeln :

_ Hyp £ Hypo

— N
4 115, (3.18)

Die Form der zu diesen beiden Energien gehorenden Molekiilorbitale 1)
und 1/_ erhalt man durch Einsetzen von E. beziehungsweise F/_ in die
Sakulargleichung :

(Hn —E.511 Hig — E+512> (C1+> _ (0)
His —E{S12 Hiy—EL Sk Cay 0

(3.19)
<H11 —E_Si1 Hiz— E—512> <Cl—) _ (0>
Hiy—FE_Si2 Hy1—E_Si Co_ 0
Mit der zusatzlichen Forderungen
[ 6wy = [(Croonte = Ra) + Carnle — Ra)Yr =1
(3.20)

/wz(r)dr = /{Cl_¢1(r - Rl) + Cg_qbz(l‘ — Rz)}2dr =1

lassen sich C74 und Cyy bzw. C7_ und C5_ eindeutig bestimmen. Man
erhalt dann :

Yo = (2£2812) 72 (1 £ ¢2). (3.21)
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Die Integralwerte Hy1, Hi2 und Si2 hangen vom Kernabstand R ab. Sie
lassen sich analytisch angeben :

1 1
H11 = —5 + (1 + E) eXp(—ZR), (322)
1 1 7 1
Ho=|=—->—--R—--R? — .2
12 <R 5 6R GR ) exp( R): (3 3)
sowie |
S = <1 + R+ §R2> exp(—R). (3.24)

Schon der einfache Minimalbasis-LCAO-Variationsansatz liefert zwei
BORN-OPPENHEIMER-Potentialkurven der Gesamtenergien 'E, und
tE_

1
R?
welche die qualitativen Eigenschaften der exakten Losung zutreffend
wiedergeben : HY besitzt im Grundzustand ‘E, (R) ein Potentialmini-
mum und existiert daher als stabiles Molekiil. *E_(R) hingegen besitzt
kein solches Minimum. Man wird deshalb erwarten, dass das HS im
angeregten elektronischen Zustand v _ zerfallt. Durch Verwendung er-
weiteter Sétze von Basisfunktionen (das heisst durch erhohte Variations-
flexibilitdt) kann man das gewonnene Resultat beliebig verbessern.

tEj: (R) =F4 (R) + (3.25)
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Dasselbe Ergebnis kann man auch durch die folgende alternative Stan-
dardtechnik zur Losung der Matrixgleichung HC = SCE erzielen :

e Orthogonalisierung der HAMILTON-Matrix durch eine orthogonali-
sierende Matrix O mit der Eigenschaft OTSO = 1 : Einfiigen der
Einheitsmatrix 1 = OO~ ! und Multiplikation von HC = SCE von
links mit OT ergibt :

O'H1C = O'S1CE (3.26)
oder
O'HOO'C =0'SOO!CE. (3.27)
—_—— =
H’ C’ S'=1 C’

e Die so erhaltene Matrixgleichung
H'C' =CE (3.28)

der orthogonalisierten Basis ist durch Diagonalisierung von H' zu
losen :

(C)'H'C = E (3.29)

e Die Riicktransformation von C’ in die urspriingliche nicht-orthogo-
nale Atomorbitalbasis ergibt :

C =0cC. (3.30)

Wie beschafft man sich die Matrix O 7

Gebrauchlich sind drei Orthogonalisierungsverfahren zur Konstruktion
der Matrix O :

— Die sukzessive Orthogonalisierung nach SCHMIDT,

— die kanonische Orthogonalisierung nach LOWDIN und

— die symmetrische Orthogonalisierung nach LOWDIN.

Wie beschafft man sich die Matrix C’ ?

Bei der Matrixdiagonalisierung von H’ bedient man sich numerischer
Standardtechniken, als deren einfachste das JACOBI-Verfahren anzuse-
hen ist.
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Orthogonalisierungstechniken
1. Sukzessive (SCHMIDT-) Orthogonalisierung
fiihrt in der Minimalbasis-LCAO-Beschreibung des Hy -Molekiilions zu

1 — S12
— Q2
0= ( Vi=Si ) . (3.31)
\/1-S5%,

Bei den beiden nach L('BWD“IN benannten Verfahren bedarf es zunachst
einer Diagonalisierung der Uberlappungsmatrix S gemass

U'SU =s. (3.32)

In der Minimalbasis-LCAO-Beschreibung des HJ -Molekiilions erhélt
man fiir die Eigenvektormatrix U von S und die dazugehorige diago-
nale Matrix s der Eigenwerte :

1 /11 1+ 512 0
N I R

Aus s berechnet man die ebenfalls diagonale Matrix der reziproken
Figenwerte allgemein nach :

(s_%)WZ\ji, also hier : <s_%)w—<¢ (1) >

Sup V152
(3.34)
2. Kanonische (LOWDIN-) Orthogonalisierung :
O=Usz. (3.35)

Dass O tatsachlich die Uberlappungsmatrix eliminiert, zeigt (3.36) :

+ 1 f _1 — Lot 1 -1 1 1 0
OSO:(US 2> S<Us 2):s 2U'SUs 2 =5 2s's" 2 =5 =1.
(3.36)
3. Symmetrische (LOWDIN-) Orthogonalisierung :
O=S"2="Us:U" (3.37)

Dass auch dieses O die Matrix S orthogonalisiert, sieht man aus (3.38) :

0'SO=5"28'S7z =8° =1. (3.38)
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Diagonalisierungstechnik nach JACOBI :

Sowohl in (3.29) als auch in (3.32) werden Matrixdiagonalisierungen
vorgenommen. Eine besonders einfache, in der numerischen Praxis
kaum noch verwendete, dafiir aber leicht durchschaubare Technik ist das
JACOBI-Verfahren, das sich im Fall von nur zwei reellen Basisfunktionen
wie folgt analytisch darstellen lasst.

Sei M eine reellwertige und symmetrische Matrix. Eigenvektoren sym-
metrischer Matrizen sind orthogonal. Der Prototyp einer orthogonalen
Matrix O ist eine Drehmatrix der folgenden Form :

O — (COSCY —sma> . (339)

sin o COS (v

Sie erfiillt die Orthonormierungsbedingung OTO = OO = 1 fiir jeden
beliebigen Drehwinkel .

Gesucht ist im (2 x 2)-Fall also derjenige «, welcher das Matrixprodukt
O'MO =D (3.40)
diagonal werden lasst. « ist demnach so zu wahlen, dass D15 = Doy := 0.
Ausmultiplizieren von
Diy1y Do) cosa sin« My Mo cosa —sina
Dy; Doy ) \ —sina cosa Mis Moo sin «v CoSs v
(3.41)
ergibt fiir die beiden Ausserdiagonalelemente von D :

D1y = Doy = (Myy — Mas)sinacos o +Miz (cos® a —sin® @) . (3.42)

A\

3 sin(2a) cos(2a)

Aus der Forderung D15 = D51 := 0 erhalt man :

Moo — My,

1 2M1- )
oder a= —arctan| ————— | . (3.43
2 (M22 — My, (343)

Im Intervall —% < (2a) < 47 liefert das Argument des Tangens ein-
deutige Funktionswerte. Also kann « alle Winkel zwischen —% und +7%

annehmen. Fiir den Fall M1 = Mz ist « also gleich 7 zu setzen.

falls M11 = MQQ,
o =

arctan (—M22 i ) andernfalls.

tan(2a) =

(3.44)

L b
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Verallgemeinerung :

Im (2 x 2)-dimensionalen Fall mit nur einem Ausserdiagonalelement
Miy = Mo, ist die Diagonalform von D durch einmalige Bestimmung
des Winkels « bereits erreicht. Die Eigenwerte D1 und Dss errechnet
man aus (3.41) unter Einsetzen von (3.44).

Ist M := D© eine reellwertige (N, x N,)-Matrix, so bestimme man
in einem nullten Schritt (0) sein betragsgrosstes Ausserdiagonalelement
D = D). Die (3.40) analoge Transformation D) = 0@ D© O
mit der Transformationsmatrix

[ L

1 ... cosay ... —sinaqg

0 = L . (3.45)

J ... sinag ... COS O

\ z S

falls D\ = D'Y

Jjj o

2D ) (3.46)

arctan <W andernfalls,

und dem Drehwinkel

apy =

TN

bewirkt, dass zwar das Element DZ(]1 ) = Dﬁ) verschwindet, nicht aber
die iibrigen Ausserdiagonalelemente. Man kann allerdings zeigen, dass
der JACOBIsche Iterationsprozess

O(n—l)T o O(UJr Q(O)TD(O)O(OlO(l) ..ot (3.47)
D(1)

\ . >
~"

D(2)

-~

D(n)
tatsachlich nach endlich vielen Schritten n konvergiert. Unterschrei-
tet ein gewahltes Abbruchkriterium (zum Beispiel (3.48)) eine gewisse
Schwelle € :

1 X E
{ vz 2 (o - o) } <e, (3.48)

o p,v=1
so erkldrt man das Eigenwertproblem (3.40) als gelost. Die Diagonale

von D™ := D enthélt dann die Eigenwerte von M, die Eigenvektorma-
trix O ist gleich dem Produkt O := OO .. 0",
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4. Das Wasserstoff-Molekiil
4.1. Unabhangige und unterscheidbare Elektronen

Der elektronische HAMILTON-Operator des Wasserstoff-Molekiils lautet
in atomaren Einheiten :

. 1 1 1
H — AWM _ _
(1'1,1'2) N 2 ‘I‘l — Rl‘ ‘I‘l — R2|
=h(r1)
NG 1 1 1 (4.1)
\ 2 ‘rQ—Rl‘ ‘r2—R2| \rl—r2|
=h(rz)

AM und A® bezeichnen die LAPLACE-Operatoren der beiden Elektro-
nen.

Ignoriert man die interelektronische Wechselwirkungsenergie |ry — rg\_l,
so setzt sich der verbleibende HAMILTON-Operator ¢ H (r1,r2) voneinan-
der unabhéangiger Elektronen ( “independent electrons”) additiv aus zwei
formgleichen Teiloperatoren h(r1) und h(rs) zusammen, von denen im
BORN-OPPENHEIMER-Bild jeder nur von den Koordinaten eines Elek-
trons explizit abhangt :

A

“H(r,r2) = h(r1) + h(rs) (4.2)

Sowohl h(ry) als auch h(ry) besitzen die Form des HP-Ein-Elektron-
Operators (3.2). Folglich sind ihre Eigenfunktionen ;(r;) und ;(rz),
die der Eigenwertgleichung

h(ri);(r:) = ;(r;) - E; (4.3)

geniigen, ortsabhangige Molekiilorbitale wie beim Hga.

Setzt man diese Molekiilorbitale wie schon im HY-Fall niherungsweise
als Linearkombination zweier vorgegebener 1s-Atomorbitale an (LCAO),
so sind aus diesen an den Kernorten R; und R5 lokalisierten Basisfunk-
tionen

gbl (I‘i — Rl) und gbg (I'Z' — Rg) (44)
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genau so viele (ndmlich ebenfalls zwei) linear unabhéngige, delokaliserte
(Raum-)Molekiilorbitale konstruierbar :

b1 (1) = (24 2512) 72 (¢1(r;) + da(ry))

. (4.5)
Pa(r;) = (2 — 2512) " 2(d1(ri) — Pa(ri)),

Sy = / b1.(r3) b (r:) s, (4.6)

dem Uberlappungsintegral der beiden Atomfunktionen.
Y1 und o sind aus Symmetriegriinden identisch mit den beiden Mole-
kiilorbitalen 11 (3.21) des HY-Molekiilions.

Im Gegensatz zu den Ein-Elektron-Zustandsfunktionen (Orbitalen) des
H-Atoms und des H-Molekiilions bediirfen die Elektronen des Zwei-
Elektronen-Systems Hy einer zusatzlichen Charakterisierung ihres Spins.
Ein-Elektron-Funktionen, die sowohl die Ortsabhangigkeit als auch den
Spin des i-ten Elektrons beschreiben, heissen Spinorbitale x(x;). x; ist
dabei sein in (1.15) eingefiihrter vierdimensionaler Raum-Spin-Vektor.
Aus jedem rein ortsabéngigen Molekiilorbital {¢;(r;)|j = 1,2} lassen
sich zwei verschiedene Spinorbitale bilden, indem man es mit den beiden
(in “Postulate und Rezepte” eingefiihrten) Spinfunktionen a(w;) und
B(w;) multipliziert :

x1(xi) =y (ri)a(wi) = o
xa2(xi) = Y1(r;) B(wi) = Y1
Xs(xs) = Yalxi)alwr) = b “1)
Xa(xi) = Pa(r;)B(wi) = o

So konstruierte Spinorbitale heissen “eingeschrankt”, weil sie paarweise
identische Raumanteile besitzen.

Die zwei Raumorbitale (4.5) sind normiert und orthogonal zueinander.
Aus diesem Grund sowie wegen (1.17) und (1.18) bilden auch die vier
Spinorbitale einen orthonormalen Funktionensatz :

/ (k) e () = 8. (4.8)

Weil die rein ortsabhangigen Ein-Elektron-Operatoren B(rz) nicht auf
die Spinkoordinaten w; einwirken konnen, erfiillen auch die Spinorbitale
eine Eigenwertgleichung des Typs (4.3) :

~

h(r:)xw(xi) = Xk (i) - Ex (4.9)
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Dadurch, dass sich der HAMILTON-Operator Z‘eH(rl,rg) des Systems
zweier voneinander unabhéngiger Elektronen wie in (4.2) als Summe
von Ein-Elektron-Operatoren lAz(rZ) schreiben lasst, setzt sich jede, die
Eigenwertgleichung

ieﬁ(rl, I'Q)ie\Ili(Xl, X2) = ie\Ifi(Xl, X2) . ieEi (410)

erfilllende Zwei-Elektronen-Zustandsfunktion W (x,x5) mit der Ener-
gie "* F multiplikativ aus zwei (von insgesamt vier konstruierbaren) Spin-
orbitalen der einzelnen Elektronen zusammen :

W, (x1,%2) = x;5(x1) - xk(xX2)- (4.11)

Die Zustandsenergie ° E; ist dann gleich der Summe der in “W;(xq, x5)
enthaltenen Orbitalenergien [1]

"“E; = E; + Ey. (4.12)

Allgemein repréasentiert ein solches HARTREE-Produkt wie in (4.11) eine
unkorrelierte Zustandsfunktion unterscheidbarer, das heisst individueller
Elektronen [, Deren simultane Antreffwahrscheinlichkeit im achtdi-
mensionalen Volumenelement dxi;dxs ist gleich dem Produkt der vierdi-
mensionalen Einzelwahrscheinlichkeiten 3! :

"W (%1, %2) [Pdx1dxa = [x;(x1)[Pdx1 - [xk(x2)[Pdx2 (4.13)

1] (4.10) lautet zusammen mit (4.2), (4.11), (4.9) und (4.12) :

©H (ry, 1) 0, (x1,Xg) = {71(1“1) + 71(1“2)} X (x1) - Xk(x2)

= Xk(x2) - h(r1)x;(x1) + x;5(x1) - h(r2)xk(x2)
= Xr(x2) - x5 (x1)Ej + x5 (X1) - xr(x2) Bk
= x;(x1)Xxk(x2)(E; + Ex) = “¥;(x1,%2) - "“E;

2l Das HARTREE-Produkt (4.11) ordnet dem ersten Elektron ein-
deutig das j-te Spinorbital zu. Elektron 2 gehort dagegen zum Spinor-
bital Xk-

Bl Dass eine Gesamtwahrscheinlichkeit (zum Beispiel aus einem Spiel
mit 52 Karten das Herz As zu ziehen (1/52)) gleich dem Produkt der
Einzelwahrscheinlichkeiten ist (n&mlich ein Herz zu ziehen (1/4) und ein
As zu ziehen (1/13)), gilt nur fiir voneinander unabhéingige, das heisst
unkorrelierte Ereignisse.
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4.2. Korrelierte und ununterscheidbare Elektronen

HARTREE-Produkte erfiillen weder die PAULIsche Forderung nach Un-
unterscheidbarkeit der Elektronen noch das Antisymmetriprinzip in
(1.16). Neben einer ersten ((4.11) entsprechenden) Zwei-Elektronen-
Produktfunktion gibt es ferner noch eine zweite, aquivalente For-
mulierung :

W o(x1,X2) = X (x1) - Xk(X2)

. (4.14)
“War(x2,%1) = Xxj(X2) - Xk(X1)-

Fiir sich genommen implizieren beide Produkte die Individualitat der
Elektronen. Beziiglich der Vertauschung beider Elektronen sind die Pro-
dukte in (4.14) weder symmetrisch noch antisymmetrisch, sondern un-
symmetrisch.

Die folgende (renormierte) Kombination beider HARTREE-Produkte :

W(x1,x%2) = %{xj(m) - xk(X2) — X (Xx2) - Xk (x1)} (4.15)

unterscheidet beide Elektronen hingegen nicht : beide Spinorbitale wer-
den beiden Elektronen zugeordnet.

Ferner ist die Antisymmetrieforderung erfiillt, so dass man symbolisch
(analog der Formulierung (1.16)) schreiben kann :

\IJ(Xl,Xg) = —\IJ(XQ,Xl). (416)

In anderer Schreibweise lautet das nunmehr antisymmetrisierte Produkt
(4.15) :

_ L ixg(x) xe(xa)
o) = 5 G i) t
Der Zeilenindex dieser SLATER-Determinante kennzeichnet die Elektro-
nen, der Spaltenindex die besetzten Spinorbitale.

e Dem Vertauschen der Koordinanten beider Elektronen entspricht
das Vertauschen der beiden Zeilen, wobei sich das Vorzeichen der
Determinante dndert (Antisymmetrie-Prinzip).

e Besetzen zwei Elektronen dasselbe Spinorbital, so sind zwei Spal-
ten der Determinante identisch, das heisst : die Determinante ver-
schwindet (Ausschluss-Prinzip).
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Oft sind folgende Regeln und Beobachtungen sehr niitzlich :

SLATER-Determinanten, welche auf die beschriebene Weise aus or-
thonormierten Spinorbitalen konstruiert werden, sind ebenfalls nor-
miert. Determinanten mit verschiedenen orthonormierten Spinor-
bitalen sind orthogonal zueinander.

SLATER-Determinanten sind austausch-korrelierte Mehrelektronen-
Funktionen : Die Bewegungen zweier Elektronen gleichen Spins wer-
den als voneinander abhangig beschreiben. Elektronen entgegenge-
setzten Spins bleiben in einer Ein-Determinanten-Beschreibung un-
korreliert.

Die Zahl der SLATER-Determinanten eines Systems aus N, Elektro-
nen, die man aus 2N, > N, Spinorbitalen konstruieren kann 4 | ist
gegeben durch den Binomialkoeffizienten

2N, IN,)!
(Ne> N Ne!(éNo 1 NI (4.18)

Die folgenden Kurzschreibweisen fiir die renormierte SLATER-Determi-

nant

e (4.17) schliessen den Normierungsfaktor mit ein :

W(x1,x2) = |x;(x1)xk(x2)] = [x;xk] (4.19)

Fir die Minimalbasis-Beschreibung des Hs-Molekiils sind nach Glei-
chung (4.18) also (‘21) = 6 “eingeschrénkte Konfigurationen” formulier-
bar : _ _
W (x1,X2) :=|x1x2| = [P1e1]| = [11]
W (x1,X2) =|x3X4| = [V2ta| = |22]
Uh(x1,Xg) := = bol = |12
f’( 1,X2) :=[x1x4| = [P1¢2] = [12] (4.20)
Wy (x1,x2) :=|xaxz| = [Y2¢1]| = |21
W5 (x1,X2) = =|x1x3| = [Y1¢a] = [12]
W (x1,X2) :=|xaX2| = [1h2tp1| = [21].
4]

N, ist die Zahl der vorgegebenen Basisorbitale.
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Formuliert man die Spinorbitale dieser sechs Determinanten mit getrenn-
ten Raum- und Spinanteilen, so erkennt man, dass die Funktionen W
und ¥ sich faktorisieren lassen : in einen symmetrischen Raumanteil
und einen antisymmetrischen Spinanteil.

Die Funktionen W% und Wy hingegen besitzen umgekehrt einen antisym-
metrischen Raumanteil und einen symmetrischen Spinanteil.

Nur ¥4 und ¥/ sind nicht in gleicher Weise charakterisierbar. IThre Fak-
torisierung gelingt aber mit Hilfe der folgenden (abermals renormierten)
subtraktiven und additiven Kombinationen :

i1, %2) == {]12] = 21

1
—=A
V2
Erst durch diesen Adaptionsprozess werden sie wie bereits die iibrigen
Determinanten

(4.21)

W, (x1,%2) i=—={[12] + [21]}

Uy (x1,%x2) = U (x1,%2)

Uy (x1,%2) = Uh(x1,X2) (4.22)
Us(x1,x2) = Pr(x1,X2) .
Ug(x1,%x2) = Pg(x1,%2)

zu “reinen Konfigurationen”

U3(x1,x2) ist ebenfalls symmetrisch im Raumanteil und besitzt einen
antisymmetrischen, spinabhangigen Faktor .

Uy (x1,x2) ist klassifizierbar als antisymmetrisch im Raumanteil mit
symmetrischem Spinfaktor [°! .

5] Aus (4.21) erhilt man mit den Definitionen in (4.20) und (4.19) :

W3(x1,%2) = 5{1(r1)th2(r2)a(wr)B(wz) — ¥1(r2)h2(r1)a(ws) fw:)
—th1(r1)ha(r2)a(w2)B(wr) + P1(r2)s
= %{wl(r1)¢2(r2) + 1 (r2) Y2 (ry) Ha(wr) B(ws) — a(w2)B(wr) }

Wy (x1,%2) = 5 {11 (r1)ea(
1)1 (r1)ha( 2
= {1 (r1)va(r2) — Y1 (r2)e(r1) Ha(w)B(wz) + aws)B(wr)}

1



So, wie im Ein-Elektron-Fall des HS-Molekiilions die molekularen Ein-
Elektron-Zustandfunktionen (Molekiilorbitale) als Linearkombinationen
vorgegebener Ein-Elektron-Basisfunktionen (Atomorbitale) entwickelt
werden konnten, konnen auch die Zwei-Elektronen-Zustandsfunktionen
des Ha-Molekiils als Linearkombinationen geeigneter (nédmlich antisym-
metrisierter) Zwei-Elektronen-Basisfunktionen (SLATER-Determinanten
oder besser noch “reiner Konfigurationen”) entwickelt werden (6] .

6] Folgende Uberlegungen sollen diese Analogie plausibel machen :
Betrachtet sei eine Funktion W(z;) einer einzigen Variablen zi, die
sich als Linearkombination eines Satzes orthonormierter Basisfunktio-
nen x;(z;) darstellen lasst :

T1) = Z%’Xj(ﬂ?l)-

Um eine Funktion W(zq,x2) von zwei Variablen x; und x5 darstellen zu
konnen, betrachtet man zunachst x5 als festen Parameter, so dass gilt :

561,$2 E CLJ T2 Xg 5131

Die Entwicklungskoeffizienten a;(x2) sind ihrerseits Funktionen einer
Variablen (nédmlich des Parameters xs), die wieder als Linearkombina-
tion des gegebenen Basisfunktionensatzes darstellbar sind :

Ta) = ijka(xz), und damit :
k

U(zq,2) Zzbijj 1) Xk (22).

Fordert man ferner, dass W(x1,x2) := —VU(x2,21) , dann ist b, = —by;
und b;; = 0, und damit :

U(wy,x2) =Y ) bin{xg(an)xu(ez) — x (@) xu(en)}.

Jj k>3

)



Die Variationsflexibilitat sowohl des LCAO-Ansatzes als auch des eben-
falls linearen Variationsansatzes der vollstandigen Konfigurationswech-
selwirkung steigt mit der Anzahl der vorgegebenen Atomfunktionen.
“Configuration Interaction (CI)” erfordert aber, dass die Zwei-Elektro-
nen-Basisfunktionen (zum Beispiel die “reinen Konfigurationen”) erst
aus diesen Atomfunktionen (wie gezeigt) konstruiert werden. Die An-
zahl der konstruierbaren Konfigurationen wéchst nach Gleichung (4.18)
allerdings dramatisch an [7 .

Mit den beiden vorgegebenen 1s-Atomorbitalen (4.4) der Minimalbasis-
Darstellung des Ho-Molekiils ist die Anzahl der sechs moglichen Kon-
figurationen (4.20) oder (4.21) und (4.22) allerdings noch gering. Full
CI fihrt also in diesem Falle nur zu dem sechsdimensionalen Matrix-
Eigenwertproblem H®AC = ASACAE eciner Zwei-Elektronen-
Minimalbasis (zum Beispiel der “reinen Konfigurationen”).

Da sowohl die SLATER-Determinanten als auch die daraus abgeleiteten
“reinen Konfigurationen” einen orthonormierten Satz aus sechs achtdi-
mensionalen Basisfunktionen bilden, ist die zugehorige Uberlappungs—
matrix eine sechsdimensionale Einheitsmatrix (¥S = 1). Das allge-
meinere Matrix-Eigenwertproblem Y H®?)C = ?)SG)CR)E wird auf die
einfachere Standard-Gleichung PH®)C = @)CPE reduziert, die zum
Beispiel mit dem JACOBI-Verfahren gelost werden kann.

Zuvor gilt es allerdings, die (6 x 7)/2 = 21 verschiedenen Matrixelemente

g, @H, @OH, @H, @OH, @H,
O H,, DHy OHy O, O, (@) H,
) — D Hyz P Hyy P Hzs @D Hy P Hzs 2 Hze 493
| @, ®H, @H, @H, @H. @H, (4.23)
@fH: OHy @H,, @H, O, @@,
O H,s DHy DHzs DH,s DHss 2 Hgg

der Zwei-Elektronen-Basis zu ermitteln.

[l In der Minimalbasis-Beschreibung des Benzol-Molekiils C¢Hg (mit
einem 1s, einem 2s und drei 2p-Atomorbitalen fiir jedes Kohlenstoft-
Atom, sowie einer 1s-Funktion fiir jedes H-Atom) ergibt sich nach (4.18)
die Anzahl der konstruierbaren Konfigurationen als (E) = 1.6431-10%°.
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Die Berechnung der Matrixelemente

@g,, = / / U (x1, %2) {H (r1,12) T, (x1, X2) }dx; dxo (4.24)

geschieht nach klaren Regeln :

e “Reine Konfigurationen” miissen auf SLATER-Determinanten zu-
riickgefiihrt werden.

e SLATER-Determinanten sind aufzulosen als antisymmetrisierte Pro-
dukte orthonormierter Spin(molekiil)orbitale.

e Spinorbitale werden sodann auf rein ortsabhangige, ebenfalls or-
thonormierte Molekiilorbitale reduziert durch Integration iiber den
Spinvariablen w; und ws.

Es stellt sich dabei heraus, dass die meisten dieser 21 Matrixelemente

gleich Null sind :

(2)H11 (2)H12 0 0 0 0
@ H,, @ H,, 0 0 0 0
@ g 0 0 0
) — 0 0 33
H 0 0 0 ) 74y 0 0 (4.25)
0 0 0 0 @) H.. 0
0 0 0 0 0 (2) Heg

Fir die nicht verschwindenden sieben Matrixelemente ergeben sich
schliesslich die folgenden Ausdriicke :

@ Hyy = 2hy1 + [11[11]

@ Hy, = [1221]

) Hyp = 2hys + [22]22] (4.26)
) Hyg = hi1 + hag + [11]22] + [12]21]

@) Hyy = hay + has + [11]22] — [12]21] = @ Hys = @ Heg

mit einer neuen Definition
v = [ 03w (e d(r) (4.27)

fiir dreidimensionale Ein-Elektron-Integrale iiber rein ortsabhangigen
Molekiilorbitalen, und folgender Notation

abled)i= [ [ witwyoneoles — 5|02 ey bl dri)d(e;) - (1.28)

fur die ebenfalls neu auftretenden sechsdimensionalen Zwei-Elektronen-
Integrale iiber rein ortsabhangigen Molekiilorbitalen.
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(4.25) zeigt eine Matrix, die bereits in fiinf Blocke entlang der Haupt-
diagonalen zerfallen ist. Vier davon bestehen nur aus einzelnen diago-
nalen Matrixelementen, die folglich bereits als Energie-Eigenwerte der
zugehorigen Eigenfunktionen W3(ry, ry), sowie Wy (ry, ry), ¥s(ry, ry) und
We(ry,ry) anzusehen sind. Wahrend () Hsz = (2) B3 zu W3 gehért, also
einer im ortsabhangigen Teil symmetrischen und im spinabhangigen Teil
antisymmetrischen Losung gehort, bilden die drei entarteten, das heisst
energiegleichen Matrixelemente P Hyy = @ E,, @ Hyy = G E; und
2) Hes = @ Ey ein Triplett von Zustandsfunktionen, die alle zur Klasse
von Losungen mit antisymmetrischem Orts- und symmetrischem Spin-
faktor gehoren.

Neben (2 Hs3 = (2 E5 gibt es noch zwei weitere Singulett-Zusténde, die
sich in ihrer Zustandsenergie unterscheiden. Um diese Energien zu erhal-
ten, muss man allerdings zunéchst das verbleibende (2 x 2)-dimensionale
Eigenwertproblem des iibrigen Blocks losen. Dieser ist hier der einzige,
bei dem das CI-Verfahren iiberhaupt greift, der also tatsachlich zwei
verschiedene Konfigurationen miteinander wechselwirken lasst.

Wendet man die Technik der Matrixdiagonalisierung mit dem Drehwin-
kel

1 2[12|21]
= — arct 4.2
@ = aretan <2h22 +[22]22] — 21 — [11|11]> (429)
an, so kommt man zu folgendem Resultat :
Ey = 2Ry + [1111] + X + /X2 + [12]21]2 (4:30)
By = 2hyy + [11|11] + X — /X2 + [12]21]2 '
mit 1
X :=hgy — h11 + 5 {[22|22] — [11]11]}. (4.31)

Die Koeffizientenmatrix () C der Minimalbasis-Darstellung des Ho-
Problems in vollstandiger Konfigurationswechselwirkung hat natiirlich
wieder die bereits bekannte Form :

¢ = <C9SO‘ _Smo‘> . (4.32)
S1n o« COS v
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5. “Self-Consistent Field”-Methoden (SCF')

Den bisher skizzierten Regeln zur Berechnung von Elementen der Ma-
trixdarstellung (4.26) des HAMILTON-Operators im Bild der vollstdn-
digen Konfigurationswechselwirkung miissen noch weitere hinzugefiigt
werden. Sowohl die Ein-Elektron-Integrale (4.27) als auch die Zwei-
Elektronen-Integrale (4.28) iiber den delokalisierten, rein ortsabhéngigen
Molekiilorbitalen sind ihrerseits zuriickzufithren auf ihre LCAO-Form.
Mit

Z z ) ’be rz ZCub¢V rz )
Z rj) ,  ta(rj) ZCAdCbA rj)

erhélt man fiir d1e Integrale (4.27) und (4.28) :

b= Ciu > Cun [ G0 b0 ()Y, (52

':HHV

[ablcd] = Z QZC,,bZCTCZCAd
//db F)0uEIE — 1|65 0 6a el

E
Die in (5.2) und (5.3) neu eingefiihrten Ein-Elektron-Integrale H,, und
Zwei-Elektronen-Integrale (uv|tA) iiber den ortsabhéngigen atomaren
Basisfunktionen sind fiir die hier diskutierten Zwei-Zentren-Probleme
analytisch losbar.

(5.1)

(5.3)

Ebenso sind fiir die gewahlte Minimalbasis-Beschreibung des Ho-Mole-
kiils (sowie fiir diejenige des HY-Molekiilions) die vier Linearkoeffizien-
ten der Matrix C nach (4.5) (genauso wie nach (3.21)) aus Symme-
triegriinden determiniert :

o ((1+S1)7F (1 S1)73
C=2 ((1+S12)_% %> . (54)

Damit sind sdmtliche Zustandsenegien (JE vollstandig bestimmt, sowie
die Koeffizienten (2 C der linearen CI-Entwicklung.
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Sind die beiden Kerne des Zwei-Elektronen-Problems allerdings ver-
schieden wie zum Beispiel im Fall des LiH-Molekiils, so sind die Linear-
koeffizienten der LCAO-Entwicklung nicht mehr symmetriedeterminiert;
sie miissen vielmehr zunachst ermittelt werden. Fiir “geschlossenscha-
lige” Molekiile mit gerader Elektronenzahl geschieht dies vorzugsweise
mit Hilfe des prominenten HARTREE-FOCK-ROOTHAAN-Verfahrens, das
im folgenden besprochen werden soll.

In Gegensatz zur bereits diskutierten CI-Methode beschrankt sich die
HARTREE-FOCK-Theorie in ihrer ROOTHAANschen Formulierung nur auf
geschlossenschalige Grundzustande molekularer Systeme mit N, Elek-
tronen, dargestellt durch eine einzige, aus den N, energieniedrigsten
Spinorbitalen konstruierte SLATER-Determinante :

‘I’O(X1,X2, - 7XN6) = ¢1&1¢2@E2 : ¢N715NT . (5-5)

Die bereits erwahnten Regeln zur Berechnung von Matrixelementen in
einer Basis von Zwei-Elektronen-SLATER-Determinanten sind nun auf
den N.-Elektronen-Fall anzuwenden. Mit ihrer Hilfe erhalt man fiir den
Erwartungswert (V<) Ey der Grundzustandsenergie des N,-Elektronen-
HAMILTON-Operators H (r1,re,...,ry. ), der im BORN-OPPENHEIMER-
Bild zusatzlich von den Kernorten R4 und Rp der Zentren A und B
parametrisch abhangt :

(N gy — /\Ilg(xl,...,xNe){fl(rl,...,rNe)\IIO(Xl,...,XNe)}dNex

=2 Z haa + Z 2{2 laa|cc] — [ac|cal},

a=1c=1

(5.6)
und durch Einsetzen der LCAO-Entwicklungen aus (5.1) :
= No No
N, e *
B =233 Clu ) Cualli
a=1 pu=1 v=1
+2 Z Z Z Z Cha Z Z Oxe(ur|TA) (5.7)
a=1c=1 p=1 T=1 A=1

_ZZZ ZCVCZ zo:C/\a(,UJVh')\).

a=1c=1 p=1 T=1
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Nach Vertauschen der Indizes v und A im letzten Term, dem “Austausch-
Teil”, lautet (5.7) :

p=1v=1
N, N, N, N, e e
+2 (uv|TA) ZZC* CuaCi Chre (5.8)
pn=1v=171=1 =1 a=1c=1
N, N, N, N, o
ZZZZ pA|Tv) ZZC* CuaCiChre
p=1lv=171=1A=1 a=1c=1

Damit die Orthonormierung der Molekiilorbitale ) | welche in der
Grundzustandsdeterminante (5.5) enthalten sind, bei der Variations-
rechnung gewahrleistet bleibt, bedient man sich der LAGRANGEschen
Methode der unbestimmten Multiplikatoren. Anstelle einer (3.7) analo-
gen Optimierungsbedingung

9™k _ (5.9)

konstruiert man eine neue, die solche einschrankenden Nebenbedingun-
gen zu garantieren vermag, zum Beispiel :

¥ N, N,
0
(NE)EO —2 Z C*aSuuCVa -1 Eaa) = 0. (510)
aCIZCL < a:l{ =1lv=1 : }

% unbestimmte Multiplikatoren F,, sorgen dafiir, dass die Orthonor-

miertheit de
Sie wurden so gewahlt, dass man sie schliesslich als Orbitalenergien in-
terpretieren kann.

11" Das aus den Regeln zur Berechnung von Integralen in einer Basis
von SLATER-Determinanten gewonnene Ergebnis (5.6) besitzt nur fiir
orthonormierte Molekiilorbitale Giiltigkeit.
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Einsetzen von (5.8) in (5.10) ergibt :

Ne Ne

+2 (uv|TA) Z Z Crr o CuaC Cre
u=lv=171=1x=1 a=1c=1

N6 Ne

- (A |Tv) Z Z C.CraCr Cie

u=lv=171=1 =1 a=1c=1

9 i{ Ct Sy Cra — 1}Eaa> — 0.

(5.11)

Durch partielles Differenzieren von (5.11) nach einem speziellen C7;, 2]
erhélt man [l

Ne

N, N, N, N,
2 HuwCoo +4) ) ) (utA) Y CraCiCne
v=1 1/:117\;:1 A=1 c=1 (512)
No, N, N, = No
2> 3 () Y S CraCrCre =2 SuCraFaa =0,
v=171=1 \=1 c=1 v=1

21 Partielle Differentiation nach einem speziellen C,, liefert das ent-
sprechende komplex konjugierte Resultat.

Bl Beim Differenzieren muss man folgendes beachten : Um sich zu
vergegenwartigen, dass nach einem speziellen C7;, abgeleitet wird, setze
man p = 1’ und a = a/. Der Koeffizient C o erscheint zum Beispiel im
dritten Term von (5.11) doppelt : Einmal fiir 4 = ¢/ und a = o’ sowie
ein zweites Mal fiir 7 = p/ und ¢ = a@’. Dies fithrt zu den Summen

N, e
S (WAly) an,c Che + Z o\ Z 1CraCra,
v, T,A=1 v, A=1

die beide identisch sind. Daraus resultiert ein zusatzlicher Faktor 2.

O



und nach dem Ausklammern von C,, und Division durch 2 :

Ne
No No 2
Hut 3 23 Crln{ (ulrd) = 5Nir) | Cun
v=1 T,A=1 c=1
F
No
= Z S,uyCuaEaa- (513)

v=1

Mit den neu eingefiihrten Definitionen lautet (5.13) in kompakter Ma-
trixschreibweise :

(FC)ua = (SCE)ya, (5.14)
und schliesslich fir alle p =1,2,..., Nound a = 1,2, ..., ]ge .
FC = SCE. (5.15)

Gleichung (5.15) ist formal der Matrixformulierung (3.12) des Ein-
Elektron-Problems HY in LCAO-Darstellung #quivalent. Neben den
ungefahr N?;L zusatzlichen Integralen der interelektronischen Repulsion
(uv|TA) (im sogenannten COULOMB-Teil) und (uA|Tv) (im sogenannten
Austausch-Teil) sind im Gegensatz zur Ein-Elektron-Gleichung (3.12)
die Elemente F),, der FOCK-Matrix ferner von den LCAO-Koeffizienten
Cr. und C)y. abhangig : Zur Konstruktion der FOCK-Matrixelemente

miissen die Eigenvektoren von F bereits bekannt sein !

Da sich die Grundzustandsdeterminante (5.5) aus antisymmetrisierten
Produkten der energiearmsten Spinorbitale zusammensetzt, summiert
man zur Konstruktion der in (5.13) definierten, HERMITEschen Dichte-
matrix P diejenigen % Spaltenvektoren von C mit den in der zugehori-
gen Diagonalmatrix E kleinsten Energie-Figenwerten. F ist ebenso wie
die in (3.8) definierte Uberlappungsmatrix S HERMITEsch.

Wegen der Abhangigkeit der Fock-Matrix von ihrer Eigenvektormatrix
C muss F iterativ bis zur Selbstkonsistenz von C konstruiert werden.
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Der Algorithmus dieses Self-Consistent Field-Verfahrens (SCF) besteht
aus folgenden Teilschritten :
e Vorgaben :
- Kernkoordinaten R 4, Rp und -ladungen Z 4, Zp beider Atome,
- Elektronenzahl N.,
- Basisfunktionen {¢,|n =1,2,..., N,}.
Integrale berechnen : S, H,,, (uv|TA).
O-ter Iterationsschritt (I:=0) : Vorgabe einer plausiblen Dichtema-
trix P(O) (“initial guess”).
— Nachste Iteration [ «— I + 1 :
- FY nach (5.13) konstruieren,
- und das Eigenwertproblem F()CW) = SOOCHEWD ]ssen.
- Neue Dichtematrix P) aus den so gewonnenen Koeffizienten C)
bestimmen.
e Unterschreitet ein Konvergenzkriterium, zum Beispiel das folgende :

N[

o

{% S (P§§>P/§51>>2} <e (5.16)

Hv=1

einen vorgegebenen Schwellenwert € 7
Nein : Iterationszyklus fortsetzen bei —.
Ja : “SCF”. Selbstkonsistenz von vorgegebener und errechneter
Dichtematrix.
Elektronische Grundzustandsenergie

N,
1 o
NIEo =2 Y Pu(Huw + Fu), (5.17)
p,v=1

und BORN-OPPENHEIMER-Gesamtenergie berechnen :

YAVA
(N gt = W) gy 4 2428 5.18
0 0 ‘RA _ RB‘ ( )
Zu beachten ist, dass wegen
=i N,
NI By =)~ (Eaa + ) C;;GHWCV&> (5.19)
a=1 w,rv=1

die elektronische SCF-Energie (V<) By nicht gleichzusetzen ist mit der
(mit 2 multiplizierten) Summe der Orbitalenergien E,, aller % doppelt
besetzen Molekiilorbitale.
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6. Zweiatomige Born-Oppenheimer-Molekiile

Der HAMILTON-Operator eines zweiatomigen Molekiils mit N, Elektro-
nen sowie den Zentren A (Kernladung Z 4 und -masse M4 am Ort R 4)
und B (Kernladung Zp und -masse Mp am Ort Rp) lautet in atomaren
Einheiten :

2 1 1 ZAZB
H R, Rp)=—— A __— AB)
(r17r27 N, LA, B) 2MA 2MB —+ ‘RA_RB‘
N,
1 . /B = 1
+§ j(——A@ —S AW - 2By ),
- RA\ 2 ri —Rp| < |ri — ]
= - ~~ ~ 7/ 1>
i=ha(r;) i=hp(r;)
(6.1)

A und A®B) bezeichnen die LAPLACE-Operatoren der beiden Kerne,
A denjenigen des i-ten Elektrons.

Im BORN-OPPENHEIMER-Bild festgehaltener Atomkerne entspricht der
Summenterm von Gleichung (6.1) dem elektronischen HAMILTON-Ope-
rator *H[R](r1,r,...,rn,) . [R] deutet dabei die parametrische Ab-
héngigkeit der elektronischen Energie vom Abstand R := |[R4 — Rp|
der Kernorte an.

Die Losungen “¥;[R](r1,rg,...,ry, ) der elektronischen SCHRODINGER-
Gleichung

“H[R)V;[R] = “V;[R] - “Ej[R)] (6.2)
sollen im folgenden als bekannt gelten. Fiir verschiedene Kernabstande

R bilden die zugehorigen elektronischen Zustandsenergien ¢ F; | R] zusam-
men mit der Kernabstossung Z4Zp/R die Potentialkurven

ZaZp
R

'E;(R) = “Ej[R] + (6.3)

der BORN-OPPENHEIMER-Gesamtenergie.

Hat man erst einmal diese Potentialkurven durch (approximative) Lo-
sung der elektronischen SCHRODINGER-Gleichung ermittelt, so ist es an-
schliessend moglich, das korrespondierende nukleare Problem unter den
gleichen Annahmen zu 16sen :

Weil sich die Elektronen viel schneller als die Kerne bewegen, ist
die Modellvorstellung plausibel, die elektronischen Koordinaten im
HAMILTON-Operator (6.1) durch ihre Mittelwerte (Erwartungswerte) zu
ersetzen.
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Fiir jede Potentialkurve entsteht so aus (6.1) ein nuklearer HAMILTON-
Operator " H[j] fiir die Energie der Kerne im gemittelten Feld der Elek-
tronen des j-ten Zustands :

A~

n 7yl 1 1

275 L cpiR|. (6.4

7

-~

='E;(R)

Die BORN-OPPENHEIMER-Gesamtenergie *E;(R) kann nach (6.4) also
als potentielle Energie der Atomkerne aufgefasst werden.

Der Energie-Eigenwert " Ey[j] einer vom elektronischen Zustand j ab-
geleiteten Losung "Wy [j](Ra, Rp) der nuklearen zweiatomigen SCHRO-
DINGER-Gleichung

"H[j)(Ra,Rp)" V. [j](Ra, Rp) = "U[j](Ra, Rp) - "Ep[j]  (6.5)

enthélt somit bereits die j-te elektronische Zustandsenergie “E;|R].

Dadurch, dass die BORN-OPPENHEIMER-Approximation den Gesamt-
HAMILTON-Operator (6.1) durch den nuklearen Operator (6.4) ersetzt,
sind auch die Eigenwerte E; der Gesamt-SCHRODINGER-Gleichung

A~

H(ry,...,rn.,R4,RB)¥;(r1,...,rn.,R4,RB)

(6.6)
:\I[i(rla cee 7rNe7RA7RB) : El

gleichzusetzen mit einem der nuklearen Energie-Eigenwerte ™ Ej[j], in
denen die j-te elektronische Energie E;[R| bereits enthalten ist :

A~ ~

H(I‘l, .. .,I‘NC,RA,RB) = nH[]](RA,RB> — FE;, = nEk[]] (67)

So, wie der elektronische Operator ¢ H [R] nur noch parametrisch vom
Kernabstand abhéngt, enthélt der nukleare Operator " H[j] den elek-
tonischen Zustandsindex j als Parameter.

Die Gesamt-Zustandsfunktion ¥;(ry,...,ry,, R4, Rp) ldsst sich im so
skizzierten Bild als Produkt
\Iji(r17 - TN, RA7 RB) = e\IIi[R](rlv SR 7rNe) ) n\:[ll[j](RA7 RB) (68)

zweier Teilfunktionen darstellen. “W;[R](ry,...,ry,) erfillt die elektro-
nische SCHRODINGER-Gleichung (6.2) und "¥,[j](R 4, Rp) die nukleare
SCHRODINGER-Gleichung (6.5). Kerne und Elektronen werden folglich
als voneinander unabhéngig (unkorreliert) beschrieben.
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6.1. Separation der Kern-Schrodinger-Gleichung

Die Energie der Kerne zweiatomiger Molekiile (charakterisierbar durch
sechs CARTESische Koordinaten x4, ya, za, B, yB, 2z sowie die
Kernmassen M4 und Mp in atomaren Einheiten) ist ganz besonders
einfach zu behandeln, da ihr Kerngeriist nur einen einzigen Freiheits-
grad besitzt. Ihre potentielle Energie hangt nur von der relativen Lage
der Kerne zueinander ab. Um als Relativkoordinate den Kernabstand
R = |R4 — Rp| wahlen zu konnen, fiihrt man zweckméafligerweise ein
spharisches Koordinatensystem ein, dessen Ursprung der Ort eines der
beiden Atomkerne (z.B. R4) ist :

R= /(x5 —24)®+ (yp —ya)? + (2 — 24)?,

) = arccos B — ZA ’ 6.0
\/(mB - ZUA)z + (yB - yA)2 + (ZB — ZA)2 ( . )
_ (yB — YA )
@ = arctan [ ———— ] .
B —TA

Die Separation der zweikernigen SCHRODINGER-Gleichung in sechs
gewoOhnliche Differentialgleichungen gelingt, wenn man (zusammen mit
der Definition Mg := M4+ Mp) fiir die drei verbleibenden Koordinaten
Schwerpunktskoordinaten einfithrt [

M4 M
rTg = — & —
ST Mg AT Mg TP
M4 Mg
_ . MsB 6.10
Ys M yA‘I‘MS YB (6.10)
M4 L My
= — 2z — - 2B.
ST Mg AT g P

I Die Schwerpunktskoordinaten erhilt man unmittelbar aus den
Schwerpunktsbedingungen

(xs —xA)My = (xp —x5)Mp,

M M
oder mB—xS:ﬁ‘;(xB—xA), oder xs—xA:ﬁl;(xB—xA).

Formgleiche Beziehungen gelten fiir die analogen y- und z-Komponenten.
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Die Abhéngigkeit der sechs alten Koordinaten {x4,ya,24,28,Y5, 28}
von den sechs neuen Koordinaten {zg,ys,zs, R, 9, p} wird durch die

folgenden sechs Gleichungen wiedergegeben :

TA=2Tg — %ﬁRsinﬂcosgp, rp =Ts + %—;‘Rsinﬁcosgo,

Ya = Ys — %—?Rsinﬁsin 0, Y =1yYs + %—‘;‘Rsinﬁsin 0, (6.11)

ZA = 25 — %—ERCOSQS‘, ZB :zs—l—%—‘;‘Rcosﬂ.

Die nachste Aufgabe besteht darin, den LAPLACE-Operator in den neuen
Koordinaten zu ermitteln. Dies kann wieder iiber dessen BELTRAMIsche

Form geschehen [,

21 Alternativ dazu erhélt man ihn auch durch konsequente Anwen-
dung von Ketten- und Produktregel, also zum Beispiel :

0 0ys 0 O0zg O OR 0 0V N 0 Oy

g 0 8x5+ N N L9
Ory OvgOxa OysOra Ozg0xa OROra 090xa OpOxy’
und

> 9 [Ous 2+i(‘92x5

oz B 8:1% 0x A dxg 0%

L (ys\T, 0 PPys

oy% \ Ora dys Ox?

L (0, 0 0

0z% \ Ora Dzs 0%

L O (RN, 00°R

OR2 \ Ox 4 OR 0%

L (0N, 0

092 \ 0x 4 09 0x?

Lo (8_90)2 0 ¢

0?2 \ Oz 4 i Ox?

R



Aus (6.9) und (6.10) erhélt man damit unter Beachtung von (6.11) :

2 92 9 Ma N’/ 9 9
A(A):ax?4+3yi+6zi B <MA—|—MB> (8x%+6y§+5‘z§)
::X(S)
+8_2+zi+i82+cot192+ 1 02
OR? ROR R20092 RZ 99  R2sin?9 0p?’
(6.12)
und
A P :< Mp >2<82 5?2 a2>
ox%  Jys  0z2% Ma + Mp dz%  Oyz = 0z%
::X(S)
0? 2 0 1 02 cot¥ O 1 02

TorR2 TROR T RPo0° T RZ 09 RPsinlo 0%
(6.13)
Die binukleare SCHRODINGER-Gleichung (6.5) lautet hiermit in Schwer-
punkts- und internen Kugelkoordinaten :

1 1 MA 2 1 MB ?
_Z AS) AG) | g
> [MA (MA+MB> T, (MA+MB) ’
ZWLBA(S)
1/ 1 10\ ("0 2 (M)
- = 6.14
Q(MA+MB>( st R oan ) (6.14)

1 /1 1\ 82y (") 1 927Uy
T oR? (MA+MB>< oz T T A 02 )
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Geht man mit dem Separationsansatz
n\Ijk(xSa Ys, s, Ra 197 30) - q,tra(xs, ys, ZS)\I;TOt (197 @)\Pvzb(R) (615)

in die SCHRODINGER-Gleichung (6.14) ein, so lafit sie sich zunéchst
in drei unabhéngige SCHRODINGER-Gleichungen separieren : In den
Koordinaten g, ys, 25, i, ¥ und ¢ entkoppeln die erlaubten Zustands-
energien der Kerne in einen Translations-, einen Rotations- und einen
Schwingungsanteil.

Mit den Bezeichnungen E*"¢, E"°t und EV% fiir die Separationskonstan-
ten erhélt man dann 18] :

1
. . A(S)\I;tra — lIjtra . Et'ra 6.16
SV T ) : (6.16)
1 alerot 8\Ijrot 1 82\117"025
- t19- = Yot grot(6.17
2MR2< a0z T Ty T Gny ag? ) » (6:17)
1 d2\:[lmb 2 d\Iﬂ)ib t vib vib vib
S S B AL AN G

Die neu eingefiihrte Grosse

MaMpg
Ma + Mp)

o= ( (6.19)

heisst reduzierte Masse des zweiatomigen Molekiils.
Alle drei Separationskonstanten miissen zusammen den Eigenwert " FE),
von (6.5) ergeben, das heisst :

nEk — Etra + Erot + Evib. (620)

Bl Ausdriicke wie Translation, Rotation und Schwingung suggerieren
zeitabhangige Vorgange. Tatsachlich charakterisieren die Losungen "W
der SCHRODINGER-Gleichung (6.14) aber stationére, das heisst zeitun-
abhangige Zustande, die nur iiber die BORNsche Wahrscheinlichkeits-
Interpretation physikalische Bedeutung bekommen. Man lasse sich also
durch den klassischen Sinn der iiblichen Terminologie sowie der Nota-
tionen tra, rot und wvib nicht irritieren.
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6.2. Losung der translatorischen Schrodinger-Gleichung

Die Eigenfunktionen W der translatorischen SCHRODINGER-Gleichung
(6.16) reprasentieren die kinetische Energie des Molekiils, dessen Schwer-
punkt sich in einem potentialfreien Gebiet befindet. Kann sich der
Schwerpunkt frei durch den ganzen Raum bewegen, so wird die Wahr-
scheinlichkeit, ihn in einem endlichen Volumenelement anzutreffen,
gleich Null. Man beschrankt die Translation des Schwerpunkts des-
halb auf ein endliches dreidimensionales Teilgebiet und erhalt dadurch
normierbare Eigenfunktionen e,

Wahlt man ein quaderformiges Teilgebiet mit den Kantenlangen L, L,
und L, und fordert, dass der Schwerpunkt des zweiatomigen Molekiils
diesen Kasten nicht verlassen darf, so erhilt man fiir die ¥¥"¢ und E'"¢
eines Teilchens der Masse M4 + Mp im “quaderformigen Kasten” :

1
8 2 x z

(6.21)

EtTCL 7T2 n.% ngzl ng 6.22
Mg My, Ny 2(MA+MB) L_%—}_L_g—i_[/_g 9 ( . )

charakterisiert durch ganzzahlige Quantenzahlen n,,n,,n, =1,2,3,....

Die Energieformel (6.22) fithrt uns zu folgenden Interpretationen :

e Die Translationsenergie des zweiatomigen Molekiils ist diskretisiert.
Sie ist eine Bewegungskonstante : in einem durch das Quanten-
zahltripel ng,n,,n, determinierten Zustand ist die Translations-
energie des Molekiils an jedem Ort des Quaders dieselbe.

e Komponentenweise ist Efgfny’nz umgekehrt proportional zu den
Quadraten der Seitenlangen : Je grosser der zur Verfiigung stehende
Raum, umso kleiner der Abstand zwischen den erlaubten Niveaux.
Die Quantisierung ist eine Folge geringer Abmessungen.

o Efl";anynz ist reziprok proportional zur Gesamtmasse M4 + Mp des
Molekiils. Der energetische Abstand erlaubter Zustéande ist im Falle
grosser Massen gering.

e Es gibt eine kleinstes Energieniveau. Die Translationsenergie des
Molekiils kann folglich niemals ganz verschwinden (“Nullpunkts-
energie”).

e Stehen die Kastenlangen in ganzzahligen Verhaltnissen zueinander,
so konnen sich einzelne Zustandsenergien als identisch erweisen.

Entartungen sind in der Regel eine Folge von Symmetrien.
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6.3. Losung der rotatorischen Schrodinger-Gleichung

Fiir einen beliebigen festen Kernabstand R entspricht die rotatorische
Differentialgleichung (6.17) der SCHRODINGER-Gleichung eines starren
Rotators, bestehend aus zwei Punktmassen M4 und Mg in konstantem
Abstand R mit dem Tragheitsmoment

I = uR*. (6.23)

Die Losungen ¥ von (6.17) sind Produkte der Funktionen O(¥)
und ®(yp), die man aus der Theorie des H-Atoms und der wasser-
stoffahnlichen Ionen bereits kennt :

J=0,1,2,...

m=—J,...,+J. (6.24)

‘1”3051(19, ©) = 0O ()P, (¢) mit {

Sieht man von den unterschiedlichen Bezeichnungen fiir die Rota-
tionsquantenzahl J und die Quantenzahl [ des H-Atoms ab, so sind
die O j,,(¥)-Funktionen identisch mit den zugeordneten LEGENDRE-
Polynomen aus Gleichung (2.49). Ebenso ist ®,,(¢) schon aus Gleichung
(2.22) bekannt.

Die zugehorigen Energie-Eigenwerte

1
EPt = —. 1 2
7= (J+1) (6.25)
hadngen nur von der Quantenzahl J ab und sind infolgedessen (2J + 1)-
fach entartet.

Die Energieformel (6.25) fithrt uns diesmal zur folgenden Interpretation :

e Die Abstande der Rotationsniveaux sind mit dem Trégheitsmoment
des Molekiils verkntipft.

e Sind die Atommassen bekannt, so kann man tiber das Tragheitsmo-
ment auf den Kernabstand schliessen. Die Kenntnis der erlaubten
Rotationsenergien gibt moglicherweise Aufschluss iiber die Molekiil-
geometrie.
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Zu diesen Ergebnissen kommt man wie folgt :

Setzt man den Produktansatz
Prot . — O(9)P(p) (6.26)

in die rotatorische SCHRODINGER-Gleichung (6.17) ein, und multipliziert
das Resultat mit —sin®9/0O®, so gelangt man zu :

1 (sin?0 0?0  sin*Ycot¥ 00 1 9°® 9

— ——— | +sin? - E™" = 0. (6.27
21( o a7 " 6 azﬁ@a@?)“m (6:27)
Wie schon demonstriert wurde, kann unter Einfiihrung einer Separa-
tionskonstanten a die gewohnliche Differentialgleichung (2.18) aus der

partiellen (6.27) abgespalten werden. Mit o := 2 glq; und der Multipli-

)
kation mit ©/sin? 9 erhilt man schliesslich aus (6.27) :

i —82@ + cot 198@ -+ a®
02 99 sin® ¥

) — _Q.E" (6.28)

Einen der Gleichung (6.28) verwandten Zusammenhang kann man auch
aus Gleichung (2.21) erhalten, die in ausdifferenzierter Form lautet :

020 00 a®
—— Rl .2
552 +cot19(%]+sin219 0.3 (6.29)

Aus (2.44) wissen wir, dass 8 = J(J + 1) sein muss mit
J>0 und —J<m<+J (6.30)

Durch Vergleich von (6.29) mit (6.28) erhélt man schliesslich den Zusam-
menhang (6.25).
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6.4. Losung der vibratorischen Schrodinger-Gleichung

Die gewohnliche Differentialgleichung (6.18) wird einfacher, wenn man
WU (R) als Produkt der Form

PUib(R) = %\1;(3) (6.31)

schreibt [4]
1 d?U

~ 5 4R +'E;j(R) - ¥(R) = U(R) - BV, (6.32)

Identifiziert man die BORN-OPPENHEIMER-Gesamtenergie *E;(R) des
j-ten elektronischen Zustands mit einem Parabelpotential der Form

'E,(R) = V(R — Ro) = %k(R ~ Ro). (6.33)

wobei R — Ry := r die Bedeutung einer Auslenkung aus dem Gleich-
gewichtsabstand Ry bekommt, so kommt man zu einer Differentialglei-
chung, die identisch ist mit derjenigen eines linearen harmonischen Os-
zillators :

<j— - uk’rz) U(r) = —2uB" - W(r). (6.34)

Die Kraftkonstante k = ng entspricht dann der Federkonstante des
Hookeschen Gesetzes fiir den Betrag F' = % = kr der Riickstellkraft[®!.
Kennt man zum Beispiel die Potentialkurve *Eq(R) der elektronischen
Grundzustandsfunktionen “Wq(R), so ist die zugehdrige Kraftkonstante

k aus der Kruimmung von *Ey(R) an der Stelle R = Ry zu bestimmen.

[l Einsetzen der Differentialquotienten

und

in die Differentialgleichung
neue Gleichung (6.32).

51 Diese harmonische Néherung fiir die Kernschwingung eines zweiato-
migen Molekiils ist allerdings nur bei kleinen Auslenkungen gut erfiillt.

2ot 2d¥ 2,
drR? R dR2 RdR = R?
(6.18) ergibt nach Multiplikation mit R die

1



Die Differentialgleichung des harmonischen Oszillators wird auf folgende
Weise gelost :

Nachdem man die Gleichung (6.32) mit dem parabolischen Potential
(6.33) durch die Substitution

k

q:=+/pw-r mit w:=,/— (6.35)
J
auf folgende Form gebracht hat [6]
d2 2Evib
(ﬁ - 2) ®(q) = - -®(q), (6.36)
q w
———~
=A

erkennt man, dass (6.36) offenbar eine Eigenwertgleichung des Opera-

tors (j—; — 2) mit dem Eigenwert A\ := —2%—7)% und der zugehorigen

Eigenfunktion ® ist.

Man tiberzeuge sich, dass die Form (6.36) der SCHRODINGER-Gleichung
fir den linearen harmonischen Oszillator auf zweierlei verschiedene
Weisen faktorisiert werden kann :

o) (ie-ons e

NG

~\~ ~~
=a ;:a,T

und

<d%_q> (d%Jrq) By = (A+1)- . (6.38)

;:aT =a

Subtrahiert man (6.37) von (6.38), so erhélt man nach Einfiihrung der
Notationen

\

d d
a = da +¢q und af:= da q (6.39)
6] Einsetzen des Differentialquotienten
2 4 [dq\® d d%q d2
dr?  dqg? \ dr dq dr? dq?

in (6.32) und Multiplikation des Resultats mit —2 ergibt (6.36).
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die folgende neuen Eigenwertgleichung :
(a'a—aa" )Py ={A+1-(A—=1)}- D) =2- D), (6.40)
und damit :
a'a —aa’ =2. (6.41)

Die @, sind also sowohl Eigenfunktionen des Differenzoperators aa—aa’
(mit dem einzigen Eigenwert 2) als auch der Operatoren aa' in (6.37)
und a'a in (6.38). Daraus folgern wir, dass A nur ganzzahlige Werte
annehmen kann, die entweder gerade oder ungerade sind.

Multipliziert man (6.38) von links mit a

aa’  a®y = (A+1)-ady, (6.42)

=(ata—2)
und beachtet das Ergebnis (6.41) :
alaa®y = (A+1)-a®y +2-a®y = (A +3) - ad,, (6.43)

so erkennt man durch Vergleich mit der Eigenwertgleichung (6.38) fiir
den Eigenwert \ + 2 :

ala®y o =A+2+1) - ®yio=(A+3) Oyio, (6.44)

dass
CLCI))\ = @)\+2. (645)

Damit die Energie E® des Oszillators niemals negativ wird, folgt
aus der Definition in (6.36), dass A nur negative Werte annehmen
kann. Es gibt also ein maximales \,,,, mit zugehorigem kleinsten
Evb = —)‘m%‘”; die Eigenfunktion ®,, . 4o des nachfolgenden Eigen-
werts A\,az + 2 muss deshalb verschwinden :

a®y ~=®y 5=0 undebenso a'a®, =a'0=0. (6.46)

max max

Aus (6.38) erhélt man fiir den Eigenwert \jqq :

ala®d, = (Amaz +1) - Py

max max *

(6.47)

Der Vergleich von (6.46) und (6.47) ergibt, dass Ajqe = —1. Der Werte-
bereich des Eigenwerts A umfasst also alle ungeraden negativen Zahlen :

A=-1,-3,-5,...=—(2v+1) mit v=0,1,2,.... (6.48)
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Aus (6.48) und der Beziehung A = —QEW—M lautet die Formel fiir die
erlaubten Energien des harmonischen Oszillators :

b _ WA w(2v+1) k 1
2 2 L '

(6.49)

Eine analoge Deduktion der zu (6.45) aquivalenten Formel fiir die
Wirkung des Operators a' fiihrt entsprechend zu :

al®y =dy_5 mit A=—-1,-3,—5,.... (6.50)

Die Umnumerierung von (6.45) und (6.50) mit dem Index v = —1(A+1)
aus (6.48) ergibt :

ad,=®, ; und a'®, = $,.1 mit v=0,1,2,.... (6.51)

Allgemein kann also jede unnormierte Eigenfunktion ®, nach (6.51)
durch v-maliges Anwenden des Erzeugungsoperators a' auf den Grund-
zustand ®( generiert werden :

esro (- (-0 (-0} e

Zunachst muss dazu allerdings der Grundzustand ®, ermittelt wer-
den. Weil man durch Anwenden des Vernichtungsoperators a auf eine
Zustandsfunktion ®, nach (6.51) immer diejenige des néchstniedrigen
Eigenwerts erzeugt, muss der Ausdruck a® fiir den niedrigsten Zustand
®( naturlich verschwinden :

d dd
a®y = (d_q + q) oy =0 oder ?00 = —qdq. (6.53)

Integration von (6.53) ergibt :

¢ q°
In®y = g oder Py =exp <—?> : (6.54)
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Fiir ®; erhilt man durch Anwenden von af auf @ :

d 2 2
Py =ald, = (d_q — q) exp <—%) = —2qexp <—%> : (6.55)

Fiir ®5 erhilt man durch Anwenden von a' auf ®; :

o= () {zaemn ()} 2y ()

(6.56)

Sowohl ® als auch ®; und ®5 enthalten eine GAUSS-Funktion der Form
2

exp (—%) . Die Funktionen 1, —2q, 4¢®> — 2 sind (bis auf einen kon-

stanten Faktor) identisch mit den HERMITEschen Polynomen H,, Hi,

Hj3 der folgenden Tabelle :

v H,(q)

0[ 1

1| 2¢q

2| 4¢% — 2

3| 8¢ —12¢

4| 16q* — 48¢> + 12

5| 32¢° — 160¢> + 120q

6| 64¢°% — 480g* + 720¢% — 120

7| 128¢7 — 1344¢° + 3360¢> — 1680q

Die allgemeine Form der normierten Losungen des linearen harmoni-
schen Ostzillators lautet :

2
®, = Ny,H,(q) exp (—%) mit g = (uk)

N

(R—Ry).  (6.57)

Die Normierungskonstante betragt

N, = (2%vl\/7)" 2. (6.58)
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6.5. Pauli-erlaubte Losungen der Kern-Schrodinger-Gleichung

Die vorgestellten Methoden zur Losung der der elektronischen SCHRO-
DINGER-Gleichung (Full Configuration Interaction- und SCF-Verfah-
ren) haben dem Spin, dem FERMIonischen Charakter der Elektronen
sowie ihrer Ununterscheidbarkeit Rechnung getragen durch aus antisym-
metrisierten Produkten von Spinorbitalen konstuierte Ansatzfunktionen,
den SLATER-Determinanten.

Hingegen wurde die Moglichkeit, dass es sich auch bei den Kernen
der binuklearen SCHRODINGER-Gleichung (6.5) um identische Teilchen
handeln konnte, zunachst unbeachtet gelassen. Nun, nachdem uns die
moglichen Faktoren **W,, . . "W ;. und viby  der separierten nuk-
learen Produktfunktionen "W, bekannt sind, gilt es, aus ihrer Menge die
PauLI-verbotenen Kombinationen auszuschliessen, und so die erlaubten
Zustandsfunktionen herauszufiltern.

Im Falle eines aus zwei identischen Kernprotonen aufgebauten Wasser-
stoffmolekiils schreibt das PAuULIsche Ausschlussprinzip vor, dass die
binukleare Zustandsfunktion (6.15) ihr Vorzeichen beim Vertauschen
der beiden FERMIonischen Protonen andert. Betrachtungen, die be-
reits bei der Diskussion des PAULI-Prinzips fiir Zwei-Elektonen-Systeme
angestellt worden sind, konnen also auf den hier zu erorternden Fall
iibertragen werden : zum Beispiel muss fiir die im spinabhangigen Teil
antisymmetrische Kombination von (1.20) der rein ortsabhéngige Anteil
symmetrisch sein.

Der Form von (6.21) kann man entnehmen, dass die translatorische Fak-
torfunktion tm\llnmny’nz, grundsatzlich symmetrisch ist, weil sich die
Schwerpunktskoordinaten zg, ys und zg beim Vertauschen beider Kern-
protonen A unb B nicht dndern.
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Nehmen wir ferner an, das Hs-Molekiil befinde sich im durch die
Funktion ® = exp(—¢*/2) = exp(—uw(R — Ry)?/2) charakterisierten
Schwingungsgrundzustand, der wegen (6.9) ebenfalls symmetrisch ist
bezogen auf das Vertauschen von A und B, so sind alle antisym-
metrischen Rotationsanteile "W ; ., auszuschliessen. Aus der Diskus-
sion des Wasserstoffatoms und seiner Eigenfunktionen wissen wir, dass
also nur die symmetrischen Kugelflichenfunktionen © ; ,,, ®,, aus (6.24),
das heisst diejenigen vom s-Typ (J = 0), vom d-Typ (J = 2), ... zur
Konstruktion PAULI-erlaubter Zustandsfunktionen geeignet sind.

Umgekehrt miissen die im spinabhangigen Teil symmetrischen Kombi-
nationen von (1.20) im rein ortsabhéngige Anteil antisymmetrisch sein.
Fir den hier diskutierten Fall bedeutet das, dass jetzt nur die anti-
symmetrischen Kugelflachenfunktionen © j ,,, ®,, PAULI-erlaubt sind, das
heisst diejenigen vom p-Typ (J = 1), vom f-Typ (J =3), ... .

Im Schwingungsgrundzustand wird man also zwei verschiedene Typen
von Hs-Molekiilen zu unterscheiden haben :

e den Para- oder Singulett-Wasserstoff in einem Zustand mit anti-
symmetrischem spinabhangigen Teil und symmetrischem \Ilf}ofn mit
J=0,2,...,

e den Ortho- oder Triplett-Wasserstoff in einem Zustand mit sym-

metrischem spinabhangigen Teil und antisymmetrischem \Ilf}ofn, mit
J=1,3,....
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7. Mehratomige Born-Oppenheimer-Molekiile

Die nukleare SCHRODINGER-Gleichung mehratomiger Molekiile mit N,
Kernen, die sich im gemittelten Feld eines der erlaubten Elektronen-
zustande linear begegen, zentrifugalverzerrungsfrei rotieren, sowie um
ihre Gleichgewichtspositionen {RY% = (29%,4%,29)|A = 1,2,..., Ny}
schwingen konnen, lautet :

N, 1
- A R —RO
{Z( 50, + V(R4
= FE.

[I]

—RY},...,Ry, —R})

A=1
E(R: —RY,...,Ry, —R}),
(7.1)
. A) 9?2 9?2 5
mit A( ) = <8($A—$?4)2 + a(yA_y%)g + 8(2,4—2?4)2) .
Um einer Losung von (7.1) ndher zu kommen, ersetzt man die 3N,
CARTESischen Auslenkungskoordinaten {x1 —a9,xo—9,.. ., 2n, — 23 }
= {ry,r2,...,r3n, } der N, Atome durch 3N, massegewichtete Auslen-
kungskoordinaten {q1,qz,...,q3n, } :
1 1
q1 ‘= M11 (5131 - Zlfl) = Ml? (]
q2 := M2 (xo — 29) = MZry

(7.2)

1 : 1
@3N, = M5, (en, — 2%,) = MR, 3N,
Das Ensemble der Ortsvektoren RY, RY, ..., R(])Va definiert einen statio-

niaren Punkt der BORN-OPPENHEIMER-Hyperflache, an dem samtliche
erste Ableitungen der potentiellen Energie verschwinden :

<3V(q1,qz,--.,Q3NQ)> _0 i—=1.92 ... 3N.. (7.3)
8qZ O 9 Y Y Y

Die tiefgestellte 0 symbolisiert die 3N, Komponenten des stationaren
Punktes. Fiir die Diskussion der Stabilitat eines molekularen Systems
in der Nahe dieses Punktes entwickelt man die BORN-OPPENHEIMER-
Hyperflache in einer TAYLORschen Reihe :

V= 1,Z<aql> G+ 5 Z (8%8%) g

3N
1 o3V
—f—?Z_ <—aqiaqjaqk)0qiq]'qk+... .

7 Q
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Zunichst identifiziert man V' (0) mit dem Nullpunkt der Energieskala :
V(0) := 0. Ferner verschwinden alle ersten partiellen Ableitungen

(g—;) , weil die Ruhelagen (0) den Minima der (im allgemeinen mehrdi-
/o

mensionalen) Potentialhyperfliche des Molekiils entsprechen. Der Bei-
trag der dritten Ableitungen ist proportional zu g;q;q; und kann des-
halb fiir kleine Auslenkungen vernachlassigt werden, ebenso wie hohere
Terme. Ubrig bleiben die zweiten Ableitungen. In dieser harmonischen
Naherung gilt also :

1 e 82V
2 igzjl J 17 J 6Qi8qj' 0 J ( )

In den massegewichteten Koordinaten (7.2) hat die SCHRODINGER-
Gleichung (7.1) folgende Form [

3Na [ g2 3Ne
Z a2 Zquijqj ®(q1,...,q3n,) = —2E - ®(q1,...,q3n,)
i=1 i =1

(7.6)
Ein Vergleich von (7.6) mit der Differentialgleichung (6.36) fiir den line-
aren harmonischen Oszillator fithrt uns zu folgende Beobachtung :

Wenn die verallgemeinerte Kraftkonstantenmatrix K diagonal ware,
liesse sich der HAMILTON-Operator von (7.6) als Summe von Opera-
toren darstellen, von denen jeder nur von einer Koordinate g; abhinge
und die Form des Operators von (6.36) besésse.

Gesucht ist deshalb ein neuer Satz von 3N, Koordinaten (bezeich-
net mit {Q1,Q2,...,Qsn, }), die aus der Doppelsumme Z” ¢iKi;q; in
(7.6) eine Einfachsumme macht. Der gesamte HAMILTON-Operator (in
geschweiften Klammern) setzt sich in solchen Normalkoordinaten tat-
sachlich additiv aus 3V, eindimensionalen Teiloperatoren zusammen.

11 zum Beispiel ist

- M.

9> G dqu ? N i R
INwa—29)2  0¢2 \O(xa — 1Y) Oq1 O(wa —29%)2 0%
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Die Diagonalisierung der symmetrischen Kraftkonstantenmatrix K kann
durch eine orthogonale Koordinatentransformation

)\1 0 ce 0
0 Ao --- 0

TKT = o . =A (7.7)
0 0 - As3n,

bewerkstelligt werden. Die Eigenvektormatrix T ist dabei iiber das JA-
coBische Verfahren oder die Sakulargleichungen (K — A;1)t; = 0 zu-

ganglich. t; symbolisiert dabei den zum Eigenwert A; gehorenden Spal-
tenvektor der Matrix T mit der Eigenschaft T~! = TT und TIT = 1.

Setzt man die Umkehrung
K =TAT' oder K;;=Y TulT}, (7.8)

in die Doppelsumme von (7.6) ein, so erhélt man :

3N, 3N, 3N, 3N, 3N, 3N,
DO aiKijgi =Y M aTw > aTie = > AQi. (7.9)
i=1 j=1 k=1 =1 = k=1
———
=Qk =Qx

Mit den partiellen Differentialquotienten einer speziellen Koordinate g; :

3N, 3N
0 0Qy < 0
— T, 7.10
o =250, g~ 2= 3G, (7.10)
82 3N, 3N, 82
a2 T Tk A1
07 2 2 0,00; (7-11)

lautet die Summe der zweiten Ableitungen von (7.6) aufgrund der Ortho-
normiertheit der Matrix T :

Zaq@ Zza@mk > 7,7 Za@?' 12

1 k=1 i=1
—_———
=(TTT) k=0,

LN



Mit (7.12) und (7.9) bekommt die SCHRODINGER-Gleichung (7.6) in den
Normalkoordinaten also die folgende Form :

{Z (8(2; A )}\P(Ql’ - Qsn,) = —2E - ¥(Q1, ..., Qsn,)-
(7.13)

In diesen neuen Koordinaten zerfillt der nukleare HAMILTON-Operator
somit in eine Summe von 3N, HAMILTON-Operatoren nicht wechselwirk-
ender 3N, Freiheitsgrade. Die zu den drei Translationsfreiheitsgraden
gehorenden Eigenwerte der Kraftkonstantenmatrix K sind gleich Null,
da sie keinen Beitrag zur potentiellen Energie liefern. Dasselbe gilt fiir
die im allgemeinen drei (bei linearen Molekiilen : zwei) Eigenwerte der
Rotationsfreiheitsgrade.

Da sich der HAMILTON-Operator von (7.13) aus additiven Teiloperatoren
zusammensetzt, kann man die Zustandsfunktion ¥(Qq,Q2,...,QsN,)
als Produkt 3N, eindimensionaler Funktionen ansetzen :

3N, —6 3N, —3 3N,
¥(Qr1,...,Qsn,) H vt@) [T w@) I wire@w
j=3N,—5 k=3N,—2

(7.14)
Einfithrung der Separationskonstanten {—2EY®|i = 1,...,3N, — 6},
{—QE;."Ot\j =3N,—5,...,3N,—3}, und {—2E}"*|k = 3N, —2,...,3N,},
die zusammen —2F ergeben miissen :

3N,—6 3N,—3
Z Emb_|_ Z Erot+ Z Et’r’a _ (715)
j=3N,—5 k=3 N, —2

ermoglicht mit dem Produktansatz (7.14) die Aufspaltung von (7.13) in
3N, gewohnliche Differentialgleichungen :

(i~ 0Q3) W1(Q)) = 2By - Wy (Qy)
(2~ 20Q3) W5"(Qa) = 2B - w3 (Qy)

(7.16)

(g — Mon, @3y, ) W4, (Qaw,) = —2B4¢ - Wi (Quv,).
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Formale Identifikation der ersten 3N, — 6 Eigenwerte \; mit den
Grossen pk aus (6.34) sowie der zugehorigen Separationskonstanten
—2FE?® mit dem Ausdruck —2uFEv® aus (6.34) macht es moglich, die
Losungsresultate der SCHRODINGER-Gleichung fiir den linearen har-
monischen Oszillator auf das mehratomige Problem zu iibertragen.
Die der Gleichung (6.49) analoge Energieformel fiir die i-te Nor-
malschwingung lautet folglich :

: 1
E%b:\/}\i <v+§> mit+=1,2,...,3N, —6 undv=0,1,2... .

(7.17)
Die zugehorige Losungsfunktion lautet in Analogie zu (6.57) :
Q?
P, = N, - Hv(Qz) "t eXp <_7l> (718)

mit dem Normierungsfaktor N, aus (6.58) und den HERMITEschen Poly-
nomen H,(Q;).

Der Anschluss an die translatorische SCHRODINGER-Gleichung (6.16) des
zweiatomigen Problems gelingt ebenfalls :

Lasst man die letzten drei Funktionen des Produktansatzes unsepariert,
indem man anstelle von (7.14) schreibt :

3N,—6 3N,—3
T(Q1, ..., Qsn,) H vt@) I vy
J=3N. 5 (7.19)
X‘Iftra(Q3Na—2,3Na—1,3Na),
und (7.15) durch

3N,—6 3N,—3
Z Emb 4+ Z Erot +Etra —FE (720)

7=3N,—5

ersetzt sowie beriicksichtigt, dass fiir die Eigenwerte der Translation gilt :
A3N,—2 = A3n,—1 = Asn, = 0, so bleiben die letzten drei Gleichungen
in (7.16) unaufgelost :

S ) (Qux, 2, Qa1 Qan)
8Q§Na_2 anNa_l 8Q§Na 3N,—2> 3N,—1> 3N,

= —2Etm~\11tm(Q3Na—2, @3N, -1, @3N, )-
(7.21)
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Identifikation der Separationskonstante —2E'% aus (7.21) mit der er-
weiterten Form von —2(M4+Mpg+...)-E"% aus (6.16) fithrt zur Formel
fiir die erlaubten Energien der Translation mehrkerniger Molekiile :

2

2 2 2

tra 77 n; Ny ng
= — 4+ =4+ = ]. 7.22
M sy sz 2(1\41+1\42+...+le&) <L2 + L2 + L2> ( )

Die Langen L, L,, L, definieren wieder das Volumen des einschliessen-
den Quaders. Alle Translationsenergien sind charakterisiert durch ein
Tripel ganzzahliger Quantenzahlen n,,n,,n, = 1,2,3,.... Die zugeho-
rigen Losungsfunktionen lauten :

1
8 2
fmrzny,nz(QBN —2;Q3N _1,Q3N ) (—)

LoL,L.
>< . nmﬁ
Sin
L,

sin e 7TQ sin ezl
_ — _ i .
a2 L, 3N,—1 . o

Ubrig bleiben die zu losenden gewdhnlichen Differentialgleichungen des
mehratomigen “starren Rotators” mit den verschwindenden Eigenwerten
ASN,—5 = A\3N,—4 = A\3n,—3 = 0 der K-Matrix :

(7.23)

2

<dQ2d—5> Uil 5(Q3n,—5) = —2E3% 5 - Vi 5(Qsn,—5),
2

(qai) W58, a(Qavema) = 2580, 4 i, 4(Qan,—a). (7.24)
2

(a5, s(@ano—s) = —2I580, 5 iR, 5(Qan,—a).

3Ng—3

Lineare Molekiile besitzen nur zwei Rotationsfreiheitsgrade. Fiir sie ent-
fallt die erste dieser drei Gleichungen.

Mit einem Losungsansatz, der fiir die jeweilige Normalkoordinate der
Rotation spezifisch gewahlt werden muss, konnen die Differentialglei-
chungen (7.24) moglicherweise von Fall zu Fall analytisch gelost werden.
Ein approximatives, aber allgemein anwendbares Losungsverfahren wird
(dhnlich dem elektronischen HS-Problem) von einem hinreichend flexi-
blen Variationsansatz ausgehen, der die Naherungslosungen als Linear-
kombination vorzugebender Basisfunktionen darzustellen versucht.

Zu diesem Zweck kann es sich als vorteilhaft erweisen, wie schon in
(7.19) die drei (oder zwei) Funktionen W7°(Q;) der Rotationsenergie
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unsepariert zu lassen. Anstelle von (7.19), (7.20) und (7.24) schreibt
man dann :

8No—6
V(Q1,..,Qsn,) = [ ¥(Qi)
i=1 (7.25)
XU (Q3N,—5,3N, —4,3N,—3)

XU (QsN, —2,3N,—1,3N, )

3N,—6 ‘
Z E,;-Uzb + Erot + Et’l“a — E, (726)
1=1
und
0? 0? 0?
R v g L
o 3N,—5 3N,—4 3N,—3 P (727)

Vv
::Arot

— —QETOt-\IITOt,

Stellt man die Funktion ¥ (Q3n. 5, Q3n, 4, @3n,_3) als Linearkom-
bination einer festen Anzahl N, geeigneter Basisfunktionen dar :

N,

ot = 3 ot (7.28)

p=1

so erhdlt man die rotatorische SCHRODINGER-Gleichung (7.27) in alge-

braischer Form :
(Hrot . Erotsrot)crot — 07 (729)

mit
1
a5 :—/(I)LOt{_ﬁArot (I)ZOt}dQ3Na5dQ3NQ4dQ3Na3 (7.30)
——

::IA{rot

und

Srol = / BB Qs 3dQsn,—1dQay, s (7.31)
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Die Losung der rotatorischen SCHRODINGER-Gleichung ist néherungs-
weise also auch in CARTESischen Koordinaten moglich 2. Hat man die
HAMILTON-Integrale H};%" und Uberlappungsintegrale Srot der vorgege-
benen Basis berechnet, so gilt es, das verallgemeinerte Eigenwertproblem
mit Standardmethoden (wie zum Beispiel dem JACOBIschen Verfahren)
zu losen.

Als Basisfunktionen eignen sich natiirlich solche, die man bereits aus
der Theorie des “zweiatomigen starren Rotators” kennt. Da die Lage
eines mehratomigen Molekiils im Raum im allgemeinen nicht nur (wie
im binuklearen Fall) durch die zwei Winkel ¥ und ¢ des sphérischen
Koordinatensystems charakterisierbar ist, bedarf es zur vollstandigen
Beschreibung seiner Orientierung neben dem Produkt der Winkelfunk-
tionen ©(?Y) und ®(p) einer weiteren Faktorfunktion X (x) des dritten
EULERschen Winkels .

Voraussetzung fiir die Losung der Matrixgleichung (7.29) ist die Kennt-
nis der dreidimensionalen Integrale (7.30) und (7.31). Zu diesem Zweck
werden zunachst die Integrale

1
H,U,IJ = /(I)u(ﬂa 2 X) {_§A1950X(I)1/ (197 2 X)} dﬂdﬁpdx

und

Sy = / B,,(9, 0, )8, (9, 0, ) dIdiodx (7.32)

in den Winkelkoordinaten ¢, ¢ und x ausgewertet und anschliessend ins
CARTESische System transformiert.

(2] Man beachte : Normalkoordinaten sind Linearkombinationen mas-
segewichteter CARTESischer Koordinaten !
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Beispiel 1 : Streckschwingungen des CO»-Molekiils

Betrachtet sei ein lineares dreiatomiges Molekiil B(;)A2)B(3) mit den
Atommassen My und M; = M3 sowie der Gesamtmasse M = 2M7 + Mo
(zum Beispiel CO3). Vereinfachend beschrénken wir uns ausschliesslich
auf Schwingungen in Richtung der Molekiilachse (z-Achse). Mit rq, ro
und r3 seien die Auslenkungen der Atome B(j), A(2) und B(s) aus der
Gleichgewichtslage bezeichnet. Die potentielle Energie hangt nur von
den Betrégen der relativen Auslenkungen |r; — 73| und |ro — r3| der
Atome A und B in den Atompaaren B(1)A) und A B(s) ab. Beide
Bindungen haben die gleiche Kraftkonstante k. V (rq,72,73) ist also von
folgender “harmonischer” Form :

1 1
V(ry,ra,r3) = 57‘6(7'1 — 1) + §k(T2 —r3)?

1 (7.33)
= 5]{(7“% — 2717 4 213 — 2rorg +13).

Ersetzt man die Auslenkungskoordinaten ry = q; - My 2, ro = qo - M, 2
1
und r3 = g3 - My
so lautet (7.33) :

durch ihre massegewichteten Analoga g1, g2 und g3,

Vg1, q2,q3) = =k +

—_ _|_ —
2"\ My, MMy My /MoMs; M

Die Matrix K der massegewichteten Kraftkonstanten K;; = (%)
i 0

1 2 ) 22 2 2
( Qi 7142 5 9243 q3 ) (7.34)

erhélt man durch partielles Differenzieren von (7.34) :

k_ ___k 0
Ml MlMQ
N Y 2k ___k
K = IR M, Lo | (7.35)
0 ___k K
M2M3 MS

Aus der Bedingung, dass die Sakulardeterminante zu verschwinden hat :

k k
mg)\ _kM1M2 Ok
2
‘K—Al‘: ~ALn M, —ALn =0 (7.36)
0 ——k & A
MlMQ Ml
folgt
k 2k k k k2
AR ) I (iR W I (AT ) [ (A =0
(Ml ) (Mz > (Ml ) (Ml > (M1M2>

(7.37)
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und

(s d)) e o

Aus dieser faktorisierten Form lassen sich die drei Eigenwerte leicht able-
sen :

k 2k k k(2M, + M. kM
M=y A= f— = (M, + M) _ . A3 =0.
M1 M2 M1 M1M2 M1M2
(7.39)
Die Eigenvektoren
tj = sz ] = 1,2,3 (740)
ng

der Eigenwerte {\;|j = 1,2,3} erhdlt man aus der Normierungsbedin-
gung Tfj + T22j + T32j = 1 und den Sakulargleichungen (K — A;1)t; =0
wie folgt :

Fir den ersten Eigenwert \; = Mil lauten die Sakulargleichungen :

(K11 — \)Th + K215 + K373, =0, (7.41)
Ko1Th1 + (Koo — M)To1 + Ko3T51 =0, (7.42)
K31Th1 + K315 + (K33 — A\1)T31 = 0. (7.43)

Setzt man die Matrixelemente aus (7.35) ein, so heissen die drei
Sakulargleichungen :

k k k
— — — T — | — )15 =0 7.44
(Ml Ml) 3 ( M1M2> " (7.44)

k 2k k k
V(P Y - (V1 =0 (745
< Mle) 11+(M2 Ml) 2! ( M1M2> o (7:45)

k k k
— —— | T — — — | 151 =0 7.46
< M1M2> 21 + (Ml M1> 31 ( )
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Sowohl aus (7.44) als auch aus (7.46) folgt, dass T5; = 0 ist. Setzt man
also Toy in (7.45) gleich Null :

k
— | —=—== ) (T11 +T31) =0 oder T3 = —Ti1, 7.47
() T+ T o= —Th, (747
und beachtet die Normierungsbedingung T3 + T5, + T3 = 2T3 = 1,
so erhalt man als Ergebnis : T = :I:%. Das Vorzeichen von Tj; bleibt
dabei unbestimmt. Wahlt man den positiven Wert, so lautet der erste
Eigenvektor schliesslich :

11, 1 [T

t, = T21 = — 0 . (748)
) Y2\

Auf dhnliche Weise sind die restlichen beiden Eigenvektoren zu berech-
nen :

T1o 1 + vV Ms
to= | Toy | = —— | =221, |, (7.49)

139 V2M A\ 4 VvV My

113 1 +V M,
b= | Tos | = — | +v255 |. (7.50)
T33 v M +v/ M,

Am Vorzeichenmuster der so konstruierten Normalkoordinaten

Q1=%(Q1—q3)=\/@(m—r3)
Q2 = (\/_ql—Q\/_Q2+\/_Q3):\/ ML (4 — 2rg + 13)

Q3 = (\/_Ch + VMg + VMigs) = (M17”1 + Marg + Mi73)
(7.51)
kann man bereits erkennen, dass ()1 ein symmetrische Streckschwingung
und ()2 eine unsymmetrische Streckschwingung darstellt. Die drei
massegewichteten Einzelauslenkungen der dritten Normalkoordinate
(mit dem Eigenwert A3 = 0) haben alle dasselbe Vorzeichen. Alle
drei Atome bewegen sich in einer Richtung entlang der x-Achse. Q3
reprasentiert also einen der drei Translationsfreiheitsgrade.

Zusammen mit den beiden hier nicht erorterten, entarteten Defor-
mationsschwingungen fiithrt die Normalkoordinatenanalyse des COs-
Molekiils mit seinen insgesamt 3N, = 9 Freiheitsgraden zu vier Nor-
malschwingungen, sowie drei Translation- und zwei Rotationskoordi-
naten mit verschwindenden Eigenwerten.
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Beispiel 2 : Homonukleare zweiatomige Molekiile

Wenn die Methode der Normalkoordinatenanalyse universell brauchbar
sein soll, muss sie auch auf Kern-SCHRODINGER-Gleichungen angewandt
werden konnen, deren Losungen uns bereits bekannt sind (wie die nuk-
leare SCHRODINGER-Gleichung zweiatomiger Molekiile).

Durch eine besondere Wahl der sechs binuklearen Koordinaten wird es
ferner moglich sein, die Normalkoordinaten in analytischer Form zu er-
mitteln : man positioniere zum Beispiel beide Atome des homonuk-
learen Molekiils (mit den Kernmassen M; = Ms) auf der z-Achse eines
CARTESischen Systems. Der Konvention (7.2) folgend, lautet dann der
Satz der sechs massegewichteten Auslenkungskoordinaten :

q1 = M% (ry —29) = Mliﬁ
g2 = sz (29 — 1Y) = M21§7“2
q3 = Mli (y1 —99) = Mlim (7.52)
a1 := M3 (y2 = y2) = M3 rs
g5 = le (21 — 2Y¥) = lerg,
g6 := M2 (20 — 28) = M2rg

Die potentielle Energie hangt nur von den z-Koordinaten der beiden
Atome ab. Sie sei ferner von “harmonischer” Form :

2
k Ts T6
Vv _ _
(rs,76) = (M% M%)
1 2 (7.53)

ok
- 2M,

(7”‘52 — 27’5T6 + T62)2 .

Zweimalige partielle Differentiation von V(rs5,7¢) fiihrt entsprechend
(7.5) zur Matrix K der massegewichteten Kraftkonstanten :

0O 0 0 O 0 0
0O 0 0 O 0 0
0O 0 0 O 0 0
K= 0O 0 0 O 0 0 (7.54)
0O 0 0 O K —K
\0 0 0 0 —k K

mit der Definition k := Mil

QO



Deren Eigenwerte erhalt man durch Nullsetzen der Sakulardeterminan-
te :

0— A\ 0 0 0 0 0
0 0— A\ 0 0 0 0
0 0 0— A\ 0 0 0
K- \1| = 0 0 0 0— \ 0 0 =0 (7.55)
0 0 0 0 K— A\ —K
0 0 0 0 —K K= A

x-, y- und z-Komponenten der Kraftkonstanten-Matrix bleiben bei der
speziellen Koordinatenwahl unseres einfachen Beispiels unvermischt :
Die Sakulardeterminante kann zum Beispiel in drei zweidimensionale
Blocke zerlegt werden 18] :

0— A®@) 0

x x _ _ T)\2 .
K@ @)= 07 AT 0 T 0@y,
0— AW 0 >
KW — \W)1] = 0 0w | = (0 —AW)H2 .=, (7.56)
KO Ao = |F7AT @y 2 m g
—K K — A)

Die sechs Eigenwerte sind die Wurzeln der charakteristischen Polynome
von (7.56) :

(2)
() _ W _, M =0
=00 Ay =0 T (7.57)

Bei der Bestimmung der zugehorigen Eigenvektoren sind die Sakularglei-
chungen (K — A;1)t; nur in den beiden letzten Fillen brauchbar. Bei
der Festlegung der iibrigen vier muss man ausser von der Normierungs-
bedingung |t;|? := 1 auch noch von der Forderung Gebrauch machen,
dass die Matrizen T*) und T(¥) orthonormiert zu sein haben. Diese Be-
dingung wird zum Beispiel durch folgende konventionelle Festlegungen

Bl Diese Wahl wird sich als zweckmissig erweisen durch ihre physika-
lische Deutbarkeit.

anNn



erfillt B :

(y) Y)
(s wy o (T Ty o (11

] Die Vorzeichenkonvention aller sechs Eigenvektoren t; ist wegen
der Quadrate in der Normierungsbedingung immer willkiirlich. Da aller-
dings im Falle der Blocke K(*) = 0 und K®) = 0 die Sékulargleichungen
als Bestimmungsgleichungen fiir die orthonormierten Matrizen T(*) und
T®) entfallen, kommen weitere Unbestimmtheiten hinzu. Zum Beispiel
ist die Orthogonalitat der Matrix (c.osoz SULAT) fiir alle Winkel o

sina  —cosa
erfilllt. Wahlt man diese als Prototyp einer orthogonalen Matrix und
setzt willkiirlich o := 7, so erhdlt man die Losungen (7.58). Diese
haben den Vorteil, dass sich bereits ihr Vorzeichenmuster physikalisch
interpretieren lasst :

e Translationen in den drei Raumrichtungen werden reprasentiert

durch die Eigenvektoren tf), tgﬁ’) und tgf) ,
e die Rotation in der yz-Ebene wird reprasentiert durch den Eigen-

(z)
vektor t.7,
e die Rotation in der xz-Ebene wird reprasentiert durch den Eigen-

vektor t(_y),

e und der einzige Schwingungsfreiheitsgrad wird reprasentiert durch

den Eigenvektor t'*.
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Alle sechs Normalkoordinaten kénnen also wie folgt festgelegt werden :

QY = J(a+ @) = /(@1 — o} +a2 —a§) =0,

QY = e —a2) = (@1 — ot — 22 +29) = 0

Qgﬁ/) = %(Q3+Q4) =/ =)+ —9) =0,

: E (7.59)
QY = J5las—a) = /55 — o — 2 +8) =0,

QY = J5(as + a6) = \/ ;1 — 2 + 22— 29),

Q%) = d5(as — a6) = \/ 2 (21 — 2 — 2 + ).

Vergleicht man (7.59) mit den im gewahlte Beispiel speziell festgelegten
zweiatomigen Koordinaten (Rp = R; und R4 = Ry) aus (6.9) und
(6.10)

(2B — 24)

(7.60)

so erkennt man die Aquivalenz der Normalkoordinaten (7.59) mit den
Kugel- und Schwerpunktskoordinaten aus (7.60) (bis auf einen kon-
stanten Faktor). Der Anschluss der Normalkoordinatenanalyse an die
Losungen des binuklearen Problems konnte somit hergestellt werden.
Beide Losungsverfahren haben sich im zweiatomigen Fall als gleichwer-
tig erwiesen. Normalkoordinatenanalyse bietet allerdings den Vorteil
der meist approximativen, dafiir aber universellen Anwendbarkeit ohne
Riickgriff aus spezielle, nicht-cartesische Koordinatensysteme.
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8. Mehr-Zentren-Integrationen

Die am Beispiel zweiatomiger Molekiile besprochenen Techniken zur
Losung der elektronischen SCHRODINGER-Gleichung (“CI” und “SCFE”)
bediirfen im Mehr-Zentren-Fall N,-atomiger Molekiile mit N, Elektro-
nen und dem elektronischen HAMILTON-Operator des BORN-OPPENHEI-
MER-Bildes

Ne

eﬁ(rlw"’rNe):Z __A(Z +Z ‘1‘ —RP| +Z’rz_r3‘

- (8.1)

. 2 2 2 . .
( A — 88902 + 8‘9y2 + 8(12) einer erneuten Erorterung.

Gemiiss (3.8), (5.2) und (5.3) sind eine grosse Anzahl (~ N2) Integrale
iiber insgesamt N, vorzugebenden atomaren Basisorbitalen auszuwerten,
die in vier Typen unterteilt werden konnen. In der bisherigen Notation
{1}, sowie einer ausfiihrlichen, Atom- und Orbitalindex diskriminieren-
den Notation {2} unterscheidet man [ :

Uberlappungsintegrale

Suv {1},
[ utrs = Ranpou (o~ Rayirs =$ o (5.2)
(M) e
W
Integrale der kinetischen Energie :
1 K/W {1}7
_ _ZAM - =
e LRV
7 v
(8.3)
Attaktionsintegrale :
V/ﬁ/ {1}7
/¢ {_—ZP} ,(r; — Ry)dr; =
g ri — Rp TR = <MPN) {2},
uwov
(8.4)

11" Der die komplexe Konjugation symbolisierende Stern kann bei Ver-
wendung rein reellwertiger Basisfunktionen entfallen.
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Repulsionsintegrale :

//% —Rum)ou(r; — Ry) {|r; — ;| 7"'}

(nv|TA) {1}, (8.5)
ngT( RT)QZA( RL)dI‘Z'dI‘j =
() e

Das HAMILTON-Integral aus (5.2) fasst alle Energie-Integrale, die nur
von den Koordinaten eines Elektrons abhangig sind, auf folgende Weise
zusammen :

Hy=Ku+ > V. (8.6)

Drei-Index-Integrale der Notation {1} und Drei-Zentren-Integrale der
Notation {2} sind entweder vom Ein-Elektron-Attraktions- oder vom
Zwei-Elektronen-Repulsionstyp.  Vier-Index-Integrale (Notation {1})
und Vier-Zentren-Integrale (Notation {2}) kommen ausschliesslich bei
den besonders zahlreichen Zwei-Elektronen-Repulsionsintegralen vor.

Unsere bisherige Diskussion unterstellte, dass als Basisfunktionen vor-
nehmlich die analytisch bekannten Ein-Zentren-Orbitale des Wasserstoff-
Atoms und der wasserstoffahnlichen Ionen in Frage kommen. Vom ato-
mistischen Standpunkt aus gesehen (“atoms in molecules”) ist eine sol-
che Wahl zwar naheliegend, sie ist aber keineswegs optimal. Tatsachlich
haben sich in der numerischen Quantenchemie elektronischer Zustande
besonders zwei Klassen von Basisfunktionen bewahrt :

e Basisfunktionen vom SLATER-Typ (SLATER-type orbitals STO)

und
e Basisfunktionen vom GAUSS-Typ (GAUSSIAN-type orbitals GTO).
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8.1. Basisfunktionen vom SLATER- und GAUSS-Typ

Das normierte, am Zentrum R lokalisierte 1s-STO zum Beispiel ist ein
durch den Parameter { verallgemeinertes Wasserstoft-1s-Orbital :

3\ 2
STO(¢,r—R) = (%) exp(—(|r — RYJ). (8.7)

Mit dem SLATER-Orbitalexponenten ¢ := 1 ist ¢71© in der Tat identisch
mit dem 1s-Orbital des H-Atoms.

Das normierte, am Zentrum R lokalisierte 1s-GTO mit dem GAUSS-
Orbitalexponenten o hat hingegen die folgende Form :

oo\ 4
GTO(o y — R) = <—O‘> exp(—alr — RJ?). (8.8)
T

In beiden Fallen legen die positiven Orbitalexponenten fest, ob die 1s-
Funktion rasch abklingt (also kompakt ist), oder ausgedehnt (diffus)
erscheint.

Die auffalligsten Unterschiede zwischen zwei Funktionen exp(—(r) und
exp(—ar?) werden fiir kleine und fiir grosse Werte von r sichtbar : An der
Stelle = 0 hat die SLATER-1s-Funktion eine Spitze (“cusp”), wahrend
die entsprechende GAUSs-Funktion die Steigung 0 aufweist :

< exp(— ¢r)| 70
(8.9)
d% exp(—ozrz)

r=0

Ferner fallt bei grossen r-Werten die GAuss-Funktion viel schneller ab
als das entsprechende SLATER-Orbital.

Bei der Berechnung elektronischer Zustandsfunktionen wird man zu-
nachst den SLATER-Basen den Vorzug geben wollen : Sie beschreiben
die qualitativen Besonderheiten der analytisch bekannten Molekiilorbi-
tale (zum Beispiel derjenigen des HS-Molekiil-Tons) weitaus besser.

Dass man GAuUSsian-type functions iiberhaupt ins Spiel bringt, liegt in
der Tatsache begriindet, dass man in jeder “SCF”-Rechnung nicht nur
Ein- und Zwei-Zentren-Integrale auszuwerten hat, sondern auch solche
vom Mehr-Zentren-Typ.
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8.2. GAUSSsches Produkttheorem

Wahrend die Auswertung von Mehr-Zentren-Integralen in einer Ba-
sis von SLATER-Orbitalen schwierig und aufwendig ist, gelingt sie mit
GAUss-Basen recht leicht. Der Grund dafiir sei im folgenden am Beispiel

zweier GAUSS-1s-Orbitale ¢$1TC (o, r — R 1) und ¢$T°(8,r — Rp) erliu-
tert, die an zwei verschiedenen Zentren R4 und R p lokalisiert sind.

Das Produkt dieser beiden 1s-GTO ist namlich proportional zu einem
dritten 1s-GAUSS-Orbital eines dritten Zentrums, das allerdings im all-
gemeinen kein Atomzentrum sein wird :

CTO(a,r — RA)PEIO(B,r —Rp) = Kap - 05 % (p,r — Rp)  (8.10)

mit der Konstanten

3
203 1 9

Kap=|—""— - — R : 8.11
" (w(am)) eXp( B’) 1)

Der Exponent des neuen 1s-GTO mit Zentrum

(aR4 + BRB)
Rp = 8.12
P a+ (3 (8.12)

auf der Verbindungslinie der Ortsvektoren von A und B ist
p=a+p. (8.13)

Mit diesem Ergebnis lasst sich zum Beispiel ein Vier-Zentren-Repul-
sionsintegral (8.5) iiber den ls-Funktionen p, v, 7 und A\ problemlos

reduzieren auf eine Zwei-Zentren-Integration iiber zwei neuen, auf den
Verbindungslinien M' N und T'L lokalisierten 1s-GTO :

(e

Die Auswertung dieser Integrale ist einfach.

A) KMNKTL// GTO(p,r1 —Rp)|ry — 1o !

GTO(

(8.14)
q,r2 — Rg)dridrs.
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8.3. “Contracted GAUSSian Orbitals” (CGO)

Zunachst scheint man vor folgendem Dilemma zu stehen :
e Einerseits konnen in GAUSS-Basen Mehr-Zentren-Integrale schnell
und effizient berechnet werden.
e Andererseits werden GAUSS-Funktionen nicht als optimale Basis
gelten konnen zur Beschreibung analytisch bekannter Molekiilor-
bitale.

Eine einfache Moglichkeit, dieses Problem zu umgehen, besteht darin,
eine Basis von contracted GAussian orbitals (CGO) zu konstuieren.
Diese sind fixierte, einmal optimierte Linearkombinationen weniger
“primitiver” GAUSS-Funktionen :

L
¢ r —Ray) = Y dpuoy " (apput — Ry). (8.15)

p=1

L heisst Kontraktionslange, die d,, und o, sind Kontraktionskoeffizien-
ten beziehungsweise Kontraktionsexponenten.

Hinter dem Gebrauch von CGO-Basen verbirgt sich folgende Idee :
Man wahle im Voraus die Kontraktionslange sowie einen zugehorigen
Satz fester Kontraktionskoeffizienten und -exponenten in einer Weise,
die geeignet ist, die Basisfunktion q/)SGO als hinreichend angepasst er-
scheinen zu lassen, dass sie in “CI”- oder “SCF”-Rechnungen als fertige,
zur Beschreibung von Molekiilorbitalen brauchbare Basisorbitale gelten
konnen.

Vor allem eine solche Prozedur hat grosse Verbreitung gefunden : Das
Anpassen einer Linearkombination von L = 1,2,3,4,5,6 primitiven
GAuss-Funktionen an ein Orbital von SLATER-Typ (STO). Diese, als
STO-LG bezeichnete Basis ist so konstruiert, dass zum Beispiel das fol-
gende Uberlappungsintegral

S= 6 =100 Ra)efO 0w - Ray)  (816)

maximal wird. Fir ein gegebenes L sind die linearen Parameter d,,
und die nicht-linearen Parameter «,, im Sinne des Kriteriums (8.16) zu
optimieren.

a7



8.4. RUDENBERGSs Integralapproximationen

Die Vorgabe eines Basissatzes vom Gauss-Typ erlaubt zwar die exakte
Berechnung aller quantenchemischen Integrale (8.2), (8.3), (8.4) sowie
(8.5). Dieser Vorteil wird allerdings oft erkauft durch einen erweiter-
ten Umfang sowie grosse Kontraktionslangen. Dennoch hat sich in der
ab-initio-Quantenchemie die Verwendung von GAUSs-Basen gegeniiber
den in der an Computer-Leistung armen Friihzeit des Faches favori-
sierten SLATER-Funktionen vollstandig durchsetzen konnen. Diese wer-
den nur noch in manchen semi-empirischen Verfahren benutzt, welche
aufwendige Integralberechnungen zu ersetzen trachten durch Model-
lierung von Matrixelementen (meist der HARTREE-FOCK-ROOTHAAN-
Darstellung) mit Hilfe empirisch bekannter Gréssen (wie zum Beispiel
atomarer lonisationsenergien).

Fiir eine Systematisierung vieler Naherungsmethoden der numerischen
Quantenchemie eignen sich besonders zwei (hier mit R") und R(®) be-
zeichnete) von RUDENBERG entworfene Approximationen diatomarer
Ein-Elektron- und Zwei-Elektronen-Orbitalprodukte :

RW : ¢,(r; — Rur)o(r; — Ry)

1 no (M) v N
325 (u' U) ¢u(ri - RM)¢W (ri — Rar)
w=
1 no(N) N
—|—§ <u u’) ¢V’(ri_RN)¢V(ri_RN)7
v (8.17)
R®: ¢,(r; — Ru)éu(r; — Ry)
1no(M) v N
=3 ( , > Gu(ri —Rar)dp (r; — Ra)
/I — 'LL v
lno(N) N
+§ <u V/)¢u’(ri_RN)¢V(rj_RN)'
v (8.18)

Diatomare Orbitalprodukte werden also in beiden Fallen als Linear-
kombinationen von Produkten aller n,(M) am Zentrum M lokalisierten
Atomfunktionen sowie aller n,(/N) Atomorbitale des Zentrums N dar-
gestellt. Bilden die Atomorbitale jedes Zentrums einen lokal orthonor-
mierten Satz, so sind die Linearkoeffizienten Uberlappungsintegrale.
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RUDENBERGs Approximation einer Zwei-Zentren-Ein-Elektron-Wahr-
scheinlichkeitsdichte ¢, (r; — Ras)¢, (r; — Ry) beruht auf der folgenden
abgebrochenen Entwicklung :

no(N)
bu(ri —Rpy) = ) (M ) ) by (ri — Ry). (8.19)
v'=1
Ein Atomorbital ¢,(r; — Rys) des M-ten Atoms wird also als Linear-
kombination aller n,(N) am Zentrum N lokalisierten Atomfunktionen
dargestellt.

Die zu (8.19) dquivalente Entwicklung des Atomorbitals ¢, (r;(;y — Rx)
fiir das i-te (oder das j-te) Elektron lautet :

no (M)

bty —Ry) = 3 ( ) bplriy —Rar). (3:20)
p'=1 v

Nach Multiplikation von (8.19) mit ¢, (r; — Ry) sowie von (8.20) (fiir
Elektron ¢) mit ¢,(r; — Ras) erhélt man durch Addition beider Ergeb-
nisse RUDENBERGs erste Approximation (8.17). Analog erhédlt man
durch Multiplikation von (8.19) mit ¢, (r; — Ry) sowie von (8.20) (fiir
Elektron j) mit ¢, (r;—Rjs) die RUDENBERGsche Approximationsformel
(8.18).

Dass in den RUDENBERGschen Entwicklungen Uberlappungsintegrale
auftauchen, kann man folgendermassen einsehen : Bezeichnet man die
Linearkoeffizienten zunéchst mit X5z, (n.), so lautet (8.19) :
no(N)
(bu(ri — RM) = Z X(M,UJ)(NU’)¢V’(I‘1' - RN) (821)
v'=1
Multiplikation beider Seiten mit ¢, (r; — Ry) und anschliessender Inte-
gration ergibt unter der Bedingung lokaler Orthonormiertheit :
no(N)

/% — Rr)dy (ri — Ry)dr; := Z X(Mp)(Nv)

S/ v'=1

() 82
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Die nachste Aufgabe besteht darin, RUDENBERGs Approximationen auf
Mehr-Zentren-Integrale in (8.4) und (8.5) anzuwenden.

Anwendung der in (8.17) mit R bezeichneten Approximation auf Drei-
Zentren-Attraktionsintegrale (8.4) ergibt :

R ne (M)
<MPN) _:1 Z (M N> (MPM)
woov 2 o u v woop

no(N)
M N N N
P .
<“’/> (’/ V)

1
+§,/Z:1

Drei-Zentren-Integrationen werden hierbei also auf Zwei-Zentren-Inte-

(8.23)

grale (A B A) vom COULOMB-Typ zuriickgefiihrt.
nov

Entsprechendes gilt auch fiir die Mehr-Zentren-Repulsionsintegrale.
Allerdings gibt es im Falle dieser Zwei-Elektronen-Integrale zwei Ap-
proximationsméglichkeiten. Mit R(?) erhélt man :

RM M) ne (M)
MN|TL _1 Z MNY\ (MM
uw v|T A . 2 ! !

p'=1

no(N) RO
1 <M N) (NN TL)
_|__
2 o w v viv|T A
1nO(M) no(T)
1 M N T L MM|T T
4 4= (u/'/> — (TW>(HM’ T“)
=l m=l (8.24)
1nO(M) neo (L)
41 (MN) (TL><MM LL)
4 =1 w v N1 T N wop [ A
1nO(N) M N @ T L NN|TT
+Z 1 (,u 1/) 72::1 (7" )\> (1/' v|T 7'/>
1nO(N) M N rell) T L NN|L L
+Z <,u I//) Z (T)\/> <I//l/ A/A).
v'=1 =1

Die uneingeschrinkte Anwendung der ersten RUDENBERG-N&herung
AA|BB

fithrt zu Zwei-Zentren-Integralen ( \

) vom COULOMB-Typ.
n v
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Mit R?) erhilt man :

R R 1 ne (M) R®
M L|T N N Z M N ML|TM
(AMTV> 2 4= (H/V><HATM’>
u'=1
| o) RO
M N NL|TN
+2 1//2—1 <,u 1/') (V/ AT I/)
1nO(M) no(T)
_ - M N T L MT|TM
= (u’V>T,:1 (T’J(MT' Tu’>
(8.25)
1no(M) neo (L)
4= (MN) (TL><ML LM)
4 =1 w v N1 T N w XX
1no(N) no(T)
4= M N T L NT|TN
4 e (,u y’) o (7" A) (y' | T 1/)

o
1 n
52 (1)
v=1 NV
Die uneingeschriankte Anwendung der zweiten RUDENBERG-N&dherung

AB|BA

T UV

[T

fiihrt zu Zwei-Zentren-Integralen ( ) vom Austausch-Typ.
Diese kompliziert erscheinenden Ausdriicke vereinfachten sich sehr, wenn
jede der Summen in (8.23), (8.24) und (8.25) nur aus einem einzigen
Summanden bestiinde. Formal gelange dies durch Einfiigen des KRO-
NECKER-Symbols d,, in die Summe von (8.19) und von d,/, in die
Summe von (8.20).

Besonders einschneidend ist bei dieser auf MULLIKEN zuriickgehenden
Approximation der Verlust der Rotationsinvarianz : im allgemeinen sind
die auf ihrer Grundlage ermittelten Integralwerte nicht mehr unabhangig
von der Orientierung des gewahlten CARTESischen Koordinatensystems.

Obwohl auch RUDENBERGSs Formeln durch ihre begrenzte Entwicklungs-
lange als Naherungen aufgefasst werden miissen, behalten sie dennoch
ihren analytisch strengen Charakter. Die Rotationsinvarianz-Bedingung
der nicht-empirischen Quantenchemie ist sowohl fiir R als auch fiir
R® gewshrleistet.
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Im Sinne von MULLIKEN erhilt man die folgenden (mit M) und M ()
gekennzeichneten) drastisch vereinfachten Approximationsformeln :

MO
(V/ﬁx) = %SIU/VP

o (8.26)
+15,, V).
(1) pq(1) (1)
(™ = LS, ()
+18,, (vrraM®”
%S v Sex(pp|TT) (8.27)
+ 55 S (e AX)
+18,. S (vr|7TT)
+15,, S (vr|AN).
(A )M IME = 15 (A )M
+15, ,,(1/)\|7'V)M(2)
1SWS N (8.28)
+ 35 Sa (A M)
+3 SWS A(vT|TY)
+ 1S SA (VA ).

Mehr-Index-Integrationen werden also zuriickgefiihrt auf Integrale Vlf,‘/,
(aalbb) und (ablba) vom Zwei-Index-Typ. Trotz ihres starken Néahe-
rungscharakters bilden (8.26), (8.27) und (8.28) die Grundlage des
von WOLFSBERG und HELMHOLZ entworfenen, und durch HOFFMANN
bekannt gewordenen EH M O-Verfahrens 12 (Extended-HUCKEL Molec-

ular Orbitals).

Dessen typisches Merkmal ist, dass die Berechnung samtlicher Ausser-
diagonalelemente H,, der HAMILTON-Matrix auf deren Diagonalele-
mente zuriickgefiithrt wird :

H,, < 28, {H,, + Hy}. (8.29)

Das zugehorige Uberlappungsintegral geht linear in diese WOLFSBERG-
HELMHOLZ-Formel mit ein.

2 Tatséchlich fithrten Erfahrungen, die man mit EHMO gemacht
hatte, zur Formulierung der WOODWARD-HOFFMANN-Regeln.
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Die Begriindung von (8.29) gelingt folgendermassen : Wendet man
die MULLIKENschen Naherungsformeln auf alle Attraktions- und Repul-
sionsintegrale des Ausdrucks (5.13) (zusammen mit (8.6)) fiir die FOCK-
Matrix der HARTREE-FOCK-ROOTHAANschen “SCF”-Theorie an :

N, N, N,
a o 1 o
_ P
Fu =K, + Z vh+ ;1 Pox(pv|T)) =3 ;1 Poa(pA|Tr), (8.30)
;/_/ \’ _ - \’ _ _/

~" -~

=FA ._C ._E
* F/*“/ .—FHV ._F/J‘V

so ergibt sich das folgende Bild :

e Fiir die Ausserdiagonalelemente des attraktiven Teils (F,) der
Fock-Matrix erhdlt man mit (8.26) :

N, N,
1 a a
A _ P P
F2, = 55,“,{ > VE+Y VW}. (8.31)
P=1 P=1
—_— =
—FA —FA
B vu
e Fiir die Ausserdiagonalelemente des CouLoMB-Teils (F /3;) der
Fock-Matrix erhdlt man mit (8. 27)

1
Fg/ =3 W{ Z Po(pp|mA) + Z P VVT)\)} (8.32)

T,A=1 7')\ 1

\ . e >4
~" ~"

—_C iy nle]
_Fuu =Fy,

e Fir die Ausserdiagonalelemente des “Exchange”-Teils (Fﬁ) der
Fock-Matrix erhdlt man mit (8. 28)

1
FE .= 5 W{ Z Poa(pN|Tp) + Z P ( VA|TV)} (8.33)

T,A=1 7'>\ 1

7 >4

=F7, =F7,

Auf dhnliche Weise kann man ein abermals erweitertes, nicht-empirisches
EHMO-Verfahren auf Grundlage der rotationsinvarianten RUDEN-
BERG-Approximationen R und R® konzipieren. Bei diesem sind
zwar nicht nur die Diagonalelemente des Attraktions-, COULOMB- und
Austausch-Teils der Fock-Darstellung zu berechnen. Vielmehr besteht
deren irreduzibler Anteil diesmal aus den diagonalen, atomindizierten
Blocken. Dennoch bedeutet auch diese wohl interpretierbare, auf di-
atomare Zwei-Zentren-Integrationen zuriickzufiihrende Moglichkeit eine
beachtenswerte Vereinfachung des mit ~ N2 anwachsenden Integra-
tionsproblems der ab-initio-Quantenchemie.
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Eine in der semi-empirischen Quantenchemie sehr verbreitete Modellan-
nahme ist die “Zero Differential Overlap”-Approximation (ZDO). Das
vollstandige Vernachlassigen differentieller Uberlappungen

ZDO

¢ (ri) oy (r;)dr; =06, - cb (r;)dr; (8.34)

fithrt natiirlich zu drastischen Vereinfachungen. Die Fock-Matrixele-
mente (8.30) der HARTREE-FOCK-ROOTHAAN-Theorie lauten im Z DO-
Formalismus :

N,
FZDO K, + Z VIZ S+ Z Po(pv|TA) - 0,072
T,A=1
::F;;V.rZDO h ::FE’IZDO
g (8.35)
1 e
T2 > Poa(pATv) - 6ux6r0,
T,A=1
::FHE:ZDO
oder
FZPO = K, — 3P, (uplvv) (8.36)
\“,_./
vEW
und
N, N,
Fup = Ky + Z VMJZ + Z Prr(ppltT) — %P/ﬁu(ﬁbmﬂﬂ)' (8.37)
P=1 T=1

Zum gleichen Ergebnis kann man allerdings auch ohne Vernachlassigung
der differentiellen Uberlappung gelangen : Man ersetze das Uberlap-
pungsintegral der Formeln (8.26), (8.27), sowie des zu (8.27) analogen
Ausdrucks fiir (,u)\\TV)M(l)M(l)
Symbol. Fazit :

“Zero Differential Overlap” (ZDO) kann auch als erste MULLIKEN-
Niherung (M) fiir global orthonormierte Basissitze (“Zero Integral
Overlap” (Z10)) gedeutet werden :

ZDO = MM (Z10).

durch ein entsprechendes KRONECKER-
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Ein ahnliches Ergebnis erhalt man fiir die rotationsinvariante, weit
weniger drastische “Neglect of Diatomic Differential Overlap” (N DDO)-
Vereinfachung :

¢u(ri — Rar) oy (r; — RN)driNl:):DO(SMN - @u(r; — Rar)ou(ri — Ry )dr;.

(8.38)
Die “Neglect of Diatomic Differential Overlap”-Vorschrift (NDDO)
zur Konstruktion einer FOcK-Matrix der HARTREE-FOCK-ROOTHAAN-
Theorie

no(M) no(N)

1
NDDO M M|N N
Foimn = Kommam =5 D D P(NA)(Mr)( ’ ) (8.39)
e —1  a—1 m T v

N#M
und

+ Perrya <AZ M T) (8.40)

kann auch aus der ersten RUDENBERG-Approximation (R™")) unter der
Zusatzannahme verschwindender Uberlappungsintegrale ( “Neglect of Di-
atomic Integral Overlap” (NDIO)) abgeleitet werden :

NDDO = RM(NDIO).
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Das vereinheitlichende Zuriickfithren von FHMO und ZDO auf ihre
gemeinsame MULLIKENsche Grundlage, sowie von NDDQO auf die er-
ste RUDENBERG-Approximation ware vielleicht nicht so bemerkenswert,
wenn nicht im Lichte der vorgestellten Systematisierung in der folgenden
Tabelle Liicken offenbar wiirden :

Traditionell | Mulliken | Mulliken | Riidenberg | Riidenberg
ACE 111 112 111 112
FIO EHMO
710 ZDO NDDO

Die zweite Zeile der Tabelle gibt an, welche der beiden RUDENBERGschen
Approximationen (beziehungsweise deren MULLIKENschen Analoga) im
Attraktionsteil (A), im CouLoMB-Teil (C) und im Austausch-Teil (E)
der Fock-Matrix-Darstellung angewandt wird. So wie ZI10O “Zero Inte-
gral Overlap” bedeutet, steht das Kiirzel F IO fir “Full Integral Over-
lap”.

Systematisch bilden nédmlich die RUDENBERG-Approximation und die
aus ihr ableitbare MULLIKENsche Vereinfachung die gemeinsame theo-
retische Grundlage der hier erwahnten semi-empirischen Konzepte :

Systematisch | Mulliken Mulliken | Riidenberg | Riidenberg
ACE 111 112 111 112
FIO MA11.FIO | M112.FIO | R111.FIO | R112.FIO
Z10 MI111.Z10 | M.112.Z10 | R111.Z10 | R.112.Z10

Die vorgeschlagene Systematik gibt also Anlass zu folgenden Reinterpre-

tationen :
FHMO = M.112.FI0,

ZDO = M.111.Z10,
NDDO = R.111.ZI0.

(8.41)
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Alle anderen Varianten, sogar die RUDENBERG-Approximationen selbst,
haben in der quantenchemischen Praxis bisher nur wenige oder iiber-
haupt noch keine Anwendung gefunden.

Allen Naherungen ist gemeinsam, dass nur Ein-Zentrum- und Zwei-
Zentren-Integrale ausgewertet werden miissen.

Dabei sind in den mit 111 bezeichneten Varianten nur Repulsions-
integrale (aa|bb) von COULOMB-Typ zu berechnen,

in den 112-Methoden sowohl (aa|bb)-Integrale als auch solche von
Austausch-Typ (ablba). Bei diesen gelingt dafiir eine vollstédndige
Reduktion auf diagonale (im MULLIKEN-Fall M) oder atomindiziert
blockdiagonale Form (im RUDENBERG-Fall R).

Approximationen vom RUDENBERG-Typ sind rotationsinvariant,
das heisst unabhangig von der Orientierung des CARTESischen Ko-
ordinatensystems.

Diejenigen vom MULLIKEN-Typ verletzen die Rotationsivarianz-
Forderung, und sind deshalb ohne Zusatzannahmen unpraktikabel.
Alle semi-empirischen Naherungsansatze stammen von den mit
R111.FIO und R.112.FIO bezeichneten Methoden ab. Diese
haben ab-initio-Charakter und sind fiir nicht-empirische quanten-
chemische Konzeptionen geeignet mit bemerkenswerten technischen
und interpretatorischen Vorteilen.

Die Wirkung der RUEDENBERGschen Approximationen aus Zwei-
Zentren-Integrale ist unterschiedlich. Wahrend solche von CoU-

LOMB-Typ <A A8 B) von R reproduziert werden, zeigen In-

vt oA

AB|BA

uw AX| T v
tionseigenschaft nur gegeniiber R(?). Alle anderen exakt kalkulier-
baren Zwei-Zentren-Integrale sollten daher besser von der “unein-
geschrankten” Anwendung einer RUDENBERGschen Naherung aus-
geschlossen werden. Die “eingeschréankte” Variante vermeidet also

unnotige Ubervereinfachungen.

tegrale vom Austausch-Typ ( ) eine solche Reproduk-
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9. Spektroskopie : elektrische Dipoliibergange

Molekiile, die einem oszillierenden elektromagnetischen Feld ausgesetzt
sind, werden approximativ durch eine zeitabhangige Storungstheorie
beschrieben. Von besonderem Interesse sind :
— Ubergangswahrscheinlichkeiten zwischen zwei Zustanden durch die
Einwirkung elektromagnetischer Strahlung
— und die zugehorigen Ubergangsraten.

Storungstheoretische Approximationstechniken sind fiir die theoretische
Behandlung spektroskopischer Methoden allgemein sehr wichtig. Vom
HAMILTON-Operator H (t) des Systems nimmt man an, dass er sich ad-
ditiv aus einem ungestorten zeitunabhangigen Teil H©O gowie einem
zeitabhéngigen Stéroperator HW(¢) zusammensetzt :

H(t)=H9 + AW @). (9.1)
Weil der HAMILTON-Operator zeitabhangig ist, sind also zeitabhangige
Losungen ¥(t) der zeitabhingigen SCHRODINGER-Gleichung gesucht :
A 10V (t)
H(t)V(t) = .
(w(n ="
(0)

Die Losungen Wy ’(t) der SCHRODINGER-Gleichung des ungestérten
HaMILTON-Operators H() seien bekannt :

(9.2)

. 0w (1
HOwO) (1) = “38% n=12.... (9.3)

Sie sind allgemein von folgender Form :
O (t) =4, exp(—iEnt) n=1,2,..., (9.4)

wobei die zeitunabhéngigen Funktionen 1),, die zeitunabhingige SCHRO-
DINGER-Gleichung erfiillen [

HO, =E, -4, n=12,.... (9.5)

E,, bezeichnet die zugehorigen Energien. Die 1, seien reellwertig und
normierbar. Als Losungen der zeitunabhidngigen SCHRODINGER-Glei-
chung sind sie orthonormiert :

/ Vethnd™ x = 6. (9.6)

mit dVx = dxjdxs - - - dxXp.

1] Man zeige durch Einsetzen von (9.4) in (9.3) die Giiltigkeit von
(9.5).
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Als Losungsansatz fiir eine zeitabhéngige Zustandsfunktion W(¢) von
(9.2) wéahlt man eine Linearkombination der bekannten Funktionen

{\P%O)(t)\n = 1,2,...}, wobei die Linearfaktoren a, als zeitabhéngig
angesetzt werden :

= an(®TO(t) =) an(t)ib, exp(—iEyt). (9.7)

n n

Gefragt ist nach der Zeitabhéngigkeit der Linearkoeffizienten a,, ().

Einsetzen des Losungsansatzes in die linke Seite von (9.2) ergibt :

Za ) HOwO ¢ —I—Za OHDH)TO @), (9.8)

Fiir die rechte Seite von (9.2) erhédlt man unter Anwendung der
Differentiations-Produktregel :

28\11 Zan 28\11 <)+ZMQ(O)@)_ (9.9)

n

Die linken Seiten der beiden Gleichungen sind identisch (wegen (9.2));
ebenso die ersten Terme der rechten Seiten (wegen (9.3)). Daraus folgt :

> an(t)HD (t)thy exp(—iEnt) = Zd“gt() 4 exp(—iEnt). (9.10)

n

Um einen der Differentialquotienten da#(t) zu extrahieren, multipliziert
man (9.10) mit 1, und integriert tber sdmtlichen 4N Raum-Spin-
Koordinaten unter Ausnutzung der Orthonormalitétseigenschaft (9.6) :

> an(t) / U HD (8) 1), dVx - exp(—iEpt)

H(l) (t)

iday(t)
dt

dan

=1 /zpk@bnde exp(—iFE,t) =

- exp(—iFxt).

Vv
:=0kn

(9.11)
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Ersetzt man die Energiedifferenzen Fjy — E, durch die dazu propor-
tionalen Ubergangsfrequenzen [?!

Ek; - En = Wkn, (912)
so lautet die zeitliche Anderungsrate eines jeden Koeffizienten ay :
dak (t) 1 1 .
= 7 2o an(OH) (1) exp{—i(E, — Ey)t}. (9.13)

n

TWent

Die Integration dieser Differentialgleichung zwischen ¢ = 0 und einem
spateren Zeitpunkt ¢ fiihrt zu :

a(t) — ax(0 Z/ H() t) exp(iwgnt)dt. (9.14)

ay(t) hangt also von allen anderen a,, () ab, die ebenfalls unbekannt sind
und aus Gleichungen derselben Art ermittelt werden miissten.

Man nimmt deshalb zunachst an, dass die Storung schwach ist und
nicht lange einwirkt. Dann wird das System durch seinen urspriinglichen
(Initial-)Zustand i fiir alle Zeiten hinreichend gut beschrieben.

Von Interesse ist das Gewicht af(t), mit der es sich zur Zeit ¢ im finalen
Zustand f # i befindet. Zur Zeit ¢ = 0 sind alle Koeffizienten a,,(t)
gleich Null, ausser a;(0) = 1. Zieht man als einzige Mdglichkeit die di-
rekte Uberfithrung des Initialzustands i in den Endzustand f in Betracht
(ohne Umweg iiber andere Zwischenzustéinde; die Stérung wirkt sich nur
einmal aus), dann bleibt von der Summe in (9.14) nur der Summand mit
Index 1 iibrig :

1t
ap(t) —as(0) = = / ai(OHY () expliwpit)dt.  (9.15)
~—— tJo
=0
Aus denselben Griinden wird sich ferner der Koeffizient a;(t) mit der
Zeit kaum &ndern (im kurzen Zeitraum der Stérung). Man setzt daher

a;(t) im Integranden konstant 1 und erhalt schliesslich fiir die Zeitab-
hangigkeit des Koeffizienten fiir den anfangs unbesetzten Zustand :

/ H() t) exp(iwy;t)dt. (9.16)

2l Diese PLANCK-EINSTEIN-Relation, die eine Energiedifferenz mit
der zugehorigen Ubergangsfrequenz verkniipft, gilt generell fiir die
Strahlungsemission und -absorption von Atomen und Molekiilen.
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Betrachtet sei eine oszillierende Storung der Frequenz w = 27v, die zum
Zeitpunkt ¢t wirksam wird und folgende Form besitzt :

HY () = 2HW cos(wt) = HD {exp(iwt) 4 exp(—iwt)}. (9.17)
Mit der Definition eines zeitunabhangigen Integrals
1Y = [ o a®uav (9.18)
erhélt man fiir as() :

t
af(t) = —z'H](c? /0 {exp(iwt) + exp(—iwt) } exp(iw¢;t)dt

exp{i(wp; +w)t} —1  expli(wp —w)t} —1
i(wyi + w) i(wpi —w)

_ (D)
——szi {

(9.19)
Sobald die externe Storung die Ubergangsfrequenz wy; erreicht, do-
miniert der zweite Term der ersten, der dann vernachlassigbar wird.
Man erhalt dann :

_gW
af(t) = — " [exp{i(ws; —w)t} —1]. (9.20)

wfi—w

Die Wahrscheinlichkeit, das System im Endzustand f nach einer Zeit t
zu finden, wenn es zunachst im Zustand ¢ gewesen war, ist :

(H(l))Q

Py(t) = aj(t)ay(t) = (wff—_w) exp{—ilwp —)t} =1 g

X [exp{+i(ws; —w)t} —1].

Ausmultiplizieren der beiden eckigen Klammern fithrt unter Berticksich-
tigung des trigonometrischen Theorems 2 sin? o = 1—cos(2c) schliesslich
zu

2(Hj; )’
(wpi —w)?
— (w(fz+fj)2 [sin®{ 3 (wyp; —w)t}] .

Py(t) = [1 = cos{(wyi — w)t}]

(9.22)

111



Ferner ist zu beriicksichtigen, dass das einfallende Licht nicht strikt
monochromatisch ist, sondern sich aus vielen Frequenzen eines schmalen
Frequenzbandes zusammensetzt. Diesem Frequenzband entspricht ein
Intervall von Anregungsenergien, dem besonders bei grossen Molekiilen
sowie bei Festkorpern oft eine grosse Anzahl von Zustandsenergiedif-
ferenzen entspricht. Die Anzahl der Zustande in einem Energieintervall
E...E + dFE dieses Energiebands ist p(E)dE, wobei p(E) die Energie-
Zustandsdichte bezeichnet. Entsprechend ist die Anzahl der Frequenzen
in einem Frequenzintervall w . ..w+ dw des Frequenzbands p(w)dw. p(w)
wird als Frequenz-Zustandsdichte bezeichnet. Die Gesamtiibergangs-
wahrscheinlichkeit P(t) ist also gleich dem Integral aller méglichen Py (¢)
des Energiebandes, gewichtet mit der Anzahl p(E)dE = p(w)dw :

T gin? [L(we —w
P(t) = 4(H](01))2/_ (Ejf(z jw)z i
o gin? [L(we —w

- p(w)dw
(9.23)

Da der Integrand die Form einer Funktion Slg# hat, die schnell gegen
0 abfallt, sobald sich w von wy; entfernt, identifiziert man die Zustands-
dichtefunktion p(w) mit ihrem konstanten Wert an der Stelle p(w;) und
erhilt (durch die Substitution z := }(wy; — w)t mit dw = —2dx) :

to [ gin? [L(wy; — w
PUt) ~(HD ol [ { 2o )] }dw

—w [%(wfi — w)t]
S 2
—_ Q(H}}L,))zp(wﬁ)t/ {Smx} dz.
+x L

Weil der Integrand fiir hohe Betrage von z stark abfallt, kann man
das Integrationsintervall ohne grossen Fehler unendlich erweitern. Mit

. f;xm {¥}2 dx =~ fj;o {%}2 dx = 7 lautet das Ergebnis :

(9.24)

1
P(t) ~ 21 (H')p(wyi)t. (9.25)
Als Ausdruck fiir die Ubergangsrate Wiy = dlzgt) von einem Initialzu-
stand ¢ in einen Endzustand f erhalt man schliesslich FERMIs goldene
Regel :

Wiy~ 2n(H)p(wys). (9.26)
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Wi_ s ist also zeitunabhéngig. Vielmehr hangt es wesentlich vom Wert
des Integrals (9.18) ab.

Um die Form dieses Integrals zu analysieren, wahlt man als anschauliches
Beispiel einen harmonischen Oszillator, bestehend aus zwei iiber eine
Feder miteinander verbundene Punktmassen mit der Ladung +1 und —1,
der in z-Richtung um seine Gleichgewichtslage schwingt, und der sich
zusatzlich zwischen den Platten eines Kondensators befindet. Durch An-
legen einer sich zeitlich &ndernden Spannung an die Kondensatorplatten
wird ein sich zeitlich anderndes elektrisches Storfeld der Form

E,(t) = 2E? cos(wt) (9.27)

ebenfalls in x-Richtung erzeugt. Handelt es sich um ein homogenes
Feld, so ist F,(t) raumlich konstant. Diese Anordnung kann als Modell
eines zweiatomigen Molekiils gelten, das Trager eines permanenten elek-
trischen Dipolmoments vom Betrag p, = = (in atomaren Einheiten) ist,
und das mit elektromagnetischer Strahlung in Wechselwirkung tritt.

Solange kein ausseres Feld wirksam ist, wird die Schwingung des
Molekiilmodells durch die reduzierte Masse und die Federkonstante k
bestimmt. Die Losungsfunktionen sind diejenigen des harmonischen
Osrzillators. Beim Einschalten des Storfeldes besitzt der Dipol eine
zusatzliche potentielle Energie

HWY(t) = 2E,(t) = 22E° cos(wt). (9.28)

H® ist also in diesem Beispiel nach (9.17) mit zE9 zu identifizieren.
Das Integral (9.18) lautet dann :

HY) = E / ez dVx. (9.29)

Wihrend FE,(t) als rdumlich konstant angenommen wurde, besitzt die
Storung eine raumliche Abhéngigkeit. Der Operator x reprisentiert
ein Dipolmoment (in atomaren Einheiten), weshalb Uberginge der
beschriebenen Art elektrische Dipoliibergéange genannt werden. Das In-
tegral in (9.29) ist das zugehérige Ubergangsmoment.

Da die Ubergangsrate nach (9.26) proportional ist zum Betragsquadrat
des Ubergangsmoments H J(c?, ist ein Ubergang immer dann “verboten”,

wenn das Ubergangsmoment verschwindet. Eine Analyse, die zu solchen
Auswahlregeln fiihrt, gelingt haufig besonders einfach auf gruppentheo-
retischem Wege.
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