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Teil 1

Chemie und Quantentheorie



Kapitel 1

Uber die theoretischen Grundlagen
der Chemie

(nach H. PRiMAS und U. MULLER-HEROLD : Elementare Quantenchemie.
B.G. Teubner, Stuttgart (1984)).

Zum Studium sei ferner empfohlen :

H. PriMmAS : “Kann Chemie auf Physik reduziert werden ?”, Chemie in
unserer Zeit 19 (1985), 109 & 160.

H. PRIMAS : “Chemistry, Quantum Mechanics and Reductionism”, Lecture
Notes in Chemistry 24 (1981), Springer-Verlag, Berlin.

1.1 Was darf man von einer guten Naturtheorie er-
warten 7

Daf sie
e empirisch richtig
e logisch konsistent
e anschaulich
e strukturell einfach
und (mit Einschrankung)
e praktisch brauchbar

1st.



Empirische Richtigkeit erfordert, dafl der Geltungsbereich der Theorie be-
kannt ist; innerhalb ihres Geltungsbereichs soll sie allgemein giiltig sein.
Numerische Ubereinstimmung von berechneten und gemessenen GroBen
wird verlangt, und Ergebnisse experimenteller Untersuchungen sollen vor-
aussagbar sein. Ein signifikantes Auseinanderklaffen von Theorie und Ex-
periment mufl zu einer Revision der Theorie fiihren.

Die semiempirischen Modelle der Quantenchemie haben nicht den Status
fundamentaler Theorien : hier wird vor allem die harte Forderung nach
quantitativer Richtigkeit innerhalb des Geltungsbereichs mehr oder weni-
ger aufgegeben (wie zum Beispiel auch in den phénomenologischen Modell-
vorstellungen der Valenztheorie, der Oktettregel .. .).

Die logische Konsistenz der Theorie wird durch ihre mathematische For-
malisierung erreicht. Eine fundamentale Theorie ist ein mathematisch voll
formalisiertes, auf wenigen Grundpostulaten basierendes Schema.

Anschaulichkeit heifft hier nicht, dafl zur Formulierung der Theorie nur
Begriffe herangezogen werden, die unmittelbar aus der Alltagserfahrung
gewonnen werden. Damit eine theoretische Betrachtungsweise lern- und
lehrbar ist, muf} sie Begriffe bilden, die einen iiberpersonlichen Charakter
haben (wie zum Beispiel der Kreis, die natiirlichen Zahlen, Ordnung und
Symmetrie oder der historische Atombegriff).

Praktisch brauchbar muf3 eine fundamentale Theorie nicht automatisch
sein. Die meisten Naturerscheinungen zeigen sich dem Wissenschaftler als
auferst verwickelte Phanomenkomplexe.

Trotzdem fordert der Theoretiker, dafl die Natur durch strukturell einfa-
che Theorien zu beschreiben ist, in denen man die Vielfalt ihrer Erschei-
nungen auf wenige Prinzipien zuriickfithren kann. Vom Alltagsstandpunkt
aus betrachtet konnen strukturell einfache Theorien sogar als ausgefallen,
kiinstlich und kompliziert erscheinen (so wie die meisten Alltagsphénome-
ne vom theoretischen Standpunkt her gesehen iiberaus komplex sind). Daf}
der Weg von der Empirie zur Theorie historisch sehr lang und beschwerlich
war (man erinnere sich zum Beispiel an das Linienspektrum des Wasser-
stoffatoms und die frithe Deutung dieses Schliisselexperiments), hat eine
strukturell einfache Theorie vergessen.



1.2 Die Grundpfeiler der theoretischen Chemie

sind
e die Thermodynamik (makroskopische Theorie der Stoffe),
e die statistische Mechanik,

e die Quantenmechanik (mikroskopische Theorie der Elementarparti-
kel).

Es gibt heute (noch) keine theoretischen oder empirischen Argumente ge-
gen die Hypothese, dafl die ersten Prinzipien der Quantenmechanik auch
fiir die chemischen Phdnomene Giiltigkeit haben. Die fiir chemische Pro-
zesse relevanten Kréfte sind im wesentlichen die aus der klassischen Physik
bekannten elektromagnetischen Kréafte. Besondere chemische Kréifte gibt
es nicht.

Die Kréifte der starken und schwachen Wechselwirkung spielen in der Che-
mie keine Rolle, wenn man die Existenz und die Stabilitdt der Atomker-
ne, sowie der Elementarteilchen Proton, Neutron und Elektron als phé-
nomenologisch gegeben ansieht. Gravitationskréafte zwischen Elektronen
und Atomkernen sind viel zu schwach, als daf} sie fiir die chemischen Bin-
dungsphdnomene eine nennenswerte Bedeutung haben kénnten.

Die numerische “ab initio”-Quantenchemie hat fiir kleine Molekiile sehr
iberzeugende Erfolge erzielt, kann aber (aus technischen Griinden) nicht
grenzenlos auf immer groflere Systeme ausgedehnt werden. Ohne Quan-
tenmechanik sind chemische Phidnomene nicht zu verstehen, doch darf die
Rolle physikalischer Theorien fiir die Chemie auch nicht iiberschétzt wer-
den. Fragen wie : Was ist ein Alkalimetall 7 Was ist ein Keton ? Was ist ein
Enzym 7 Was ist eine Zelle ? konnen durch quantenchemische Rechnungen
nicht beantwortet werden.



1.3 Ist die Quantenmechanik paradox 7

Die Quantenmechanik ist heute mehr als siebzig Jahre alt, und ihre Vor-
aussagen wurden bisher ohne Ausnahme bestétigt. Trotzdem reifit die Dis-
kussion um die Interpretation der Quantenmechanik nicht ab [ .

Das entscheidend Neue an ihr ist ndmlich, dafl es in Quantensystemen mit-
einander inkompatible Figenschaften gibt. Historische begegnet man ihnen
zum Beispiel unter dem Namen der Wellen-Teilchen-Dualitat der Materie.
Man versuchte damit, innerhalb der klassischen Denkweise mit Hilfe einer
Kombination von “Wellenbild” und “Teilchenbild” das Wesen des Mikro-
kosmos zu erfassen. Auf diese Weise sind Widerspiiche nicht zu vermeiden,
denn beispielsweise ist ein Elektron weder ein Teilchen noch eine Welle. Es
hat in unserer gewohnten Umgebung kein Analogon. Trotzdem ist es ein
reales Objekt, das in der Chemie eine entscheidend wichtige Rolle spielt
und das durch die Quantenmechanik korrekt beschrieben wird. Paradoxa
entstehen nur, wenn in illegitimer Weise Begriffsbildungen der klassischen
Physik auf nichtklassische Objekte iibertragen werden.

L1 Aus der Fiille diesbeziiglicher Literatur seien die folgenden drei Titel erwéhnt :
K. Baumann und R.U. Sexl : “Die Deutungen der Quantentheorie”, Vieweg-Verlag, Braunschweig und
Wiesbaden (1984). Das Buch enthiilt Wiederabdrucke wichtiger Originalabhandlungen.
F. Selleri : “Die Debatte um die Quantentheorie”, Vieweg-Verlag, Braunschweig und Wiesbaden (1983).
R. Omnes : “The Interpretation of Quantum Mechanics”, Princeton University Press, New Jersey (1994).
D. Diirr : “Bohmsche Mechanik als Grundlage der Quantenmechanik”, Springer-Verlag, Berlin und Hei-
delberg (2001).



1.4 Wege zur Quantentheorie

Die umfangreiche Lehrbuchliteratur bietet dem Lernenden verschiedene
Zugange zur Quantentheorie :

e den historischen, der die Ndherungen und Irrtiimer nachzeichnet,
durch die man sich an eine vorldufig anerkannte, hinreichend gereifte
Formulierung herangetastet hat (wie zum Beispiel im Buch von F.
HuUND : “Geschichte der Quantentheorie”. Bibliographisches Institut,
Mannheim (1967)).

e den empirischen, der durch die Deutung weniger Schliisselexperi-
mente zeigt, wie sich mikroskopische Partikel (zum Beispiel Atome
und Elektronen) verhalten, und wie die klassischen Vorstellungen zu
modifizieren sind. Er setzt gute Kenntnis der klassischen Physik vor-
aus.

e den optischen, der am Analogon der Wellen-Partikel-Dualitdt des
Lichts die gleiche Dualitét fiir Materiebausteine entwickelt.

e den axiomatischen, der sofort auf einen mathematischen Formalis-
mus zusteuert.

Der axiomatische Weg ist es, den auch diese Einfithrung schliefllich gehen
wird : er geniigt den Giitekriterien einer naturwissenschaftlichen Funda-
mentaltheorie im PRIMASschen Sinne. Trotz der Warnungen des vorange-
gangenen Abschnitts wird uns aber der optische Zugang zunéchst dazu
dienen, ein wenig experimentelle Evidenz in das zentrale Axiom der Quan-
tentheorie zu bringen : die zeitunabhéngige SCHRODINGER-Gleichung.

Basierend auf den von DEBROGLIE postulierten “Materiewellen” (M.L.
DEBROGLIE : “Recherches sur la théorie des quanta”. Ann. Phys. (Pa-
ris) 3 (1925), 22) zeichnete SCHRODINGER ein wellenmechanisches Bild
der Quantentheorie (E. SCHRODINGER : “Quantisierung als Eigenwertpro-
blem”. Ann. Phys. (Leipzig) 79 (1926), 361 & 489). Vor einer Diskussion
der Wellen-Partikel-Dualitédt wollen wir deshalb die wichtigsten Begriffs-
bildungen der klassischen Theorie laufender und stehender harmonischer
Wellen rekapitulieren, und - nach wenigen Bemerkungen iiber die klassische
(Partikel-)Mechanik - die einfachste klassische Wellengleichung erértern.



Kapitel 2

Wellen-Partikel-Dualitat

2.1 Wellen

(nach J.P. LOWE : “Quantum Chemistry”. Academic Press, New York
London (1978)).

Beim Peitschenknallen durchléuft eine lokale Storung das Medium Peit-
schenschnur vom Stiel bis zum Seilende. Jedes Schnursegment wird dabei
aus seiner Ruheposition gebracht, in die es nach durchwanderter Auslen-
kung wieder zuriickkehrt. Abbildung 2.1 skizziert drei Momentaufnahmen
dieses Vorgangs zu den Zeiten t = 0, t = ¢’ und ¢t = 2t'.

Dies ist ein einfaches Beispiel fiir eine laufende Welle.

A

A

t = 2t" ERRRRRRZ /\e

Abbildung 2.1: Peitschenknallen als laufende Welle.
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Abbildung 2.2: Momentaufnahme einer harmonischen Welle. A ist die Amplitude und A
die Wellenlénge.

2.1.1 Laufende harmonische Wellen

Besonders wichtig sind in der Physik harmonische Wellen, deren Profil
durch eine Sinus- oder Cosinusfunktion beschrieben werden kann.

Die Maximalauslenkung A der Welle aus ihrer Ruhelage heif3t Amplitude.
Unter der Wellenldnge X\ versteht man diejenige Strecke, die eine vollstéan-
dige Schwingung einschliefft. Im Moment, den die Abbildung 2.2 festhélt,
wird das Wellenprofil durch eine Ortsfunktion

U(z) = Asin (277 : ;) (2.1)

beschrieben.

Nehmen wir ferner an, dafl die Momentaufnahme zur Zeit ¢ = 0 geschah,
und daB die Stérung sich mit Lichtgeschwindigkeit ¢ ausbreitet P, dann
ist ¢t eine Distanz, um die das Profil zur Zeit ¢ nach rechts verschoben
wird. Die Orts- und Zeitabhéngigkeit der Auslenkung beschreibt eine neue
Funktion der Form :

®(z,t) = Asin {zw NG _A Ct)} , (2.2)

Die Zahl der Schwingungen pro Zeiteinheit nennt man Frequenz v der
Welle. Fiir harmonische Wellen gilt fiir v die Beziehung :

(2.3)

UV =

©
T

21Die Lichtgeschwindigkeit ¢ betriigt im Vakuum 2.9979245(8) - 10% ms~1.
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Man beachte, daf sich eine Wellenfunktion

— ct
(z,t) :Asin{27r- (@ AC ) +<p} (2.4)
von Gleichung nur durch den Phasenwinkel ¢ unterscheidet. Vergleicht
man die Momentaufnahmen dieser beiden Wellenfunktionen miteinander,
so ist ®'(z,t) gegeniiber ®(x,t) verschoben. ¢ bewirkt also eine Translati-
on : den Gangunterschied.

Mit ¢ = 1m, 3w, ... wird ®'(z,t) um 1(%), 3(%), ... gegeniiber ®(z,t) nach
links verschoben : Wellenberge von ®(z,t) treffen auf Wellentéler von

®'(z,t); beide Funktionen sind dann genau auBer Phase.

Mit ¢ = 2m,4m, ... wird ®'(z,t) um 2(%),4(%), ... gegeniiber ®(x,t) nach
links verschoben : Wellenberge von ®(z,t) treffen auf Wellenberge von
' (x,t), Wellentéiler auf Wellentéler; beide Funktionen sind in diesen Fillen

exakt in Phase.

2.1.2 Stehende harmonische Wellen

Wellen von physikalischem Interesse sind héufig gewissen Einschrénkun-
gen unterworfen. Eine Violinsaite wird zum Beispiel so eingespannt, dafl
sie an Steg und Geigenhals nicht schwingen kann. Die Stérung kann sich
an solchen Stellen nicht weiter ausbreiten. Vielmehr hat sie bei perfekter
Fixierung der Saite keine andere Wahl, als diese in entgegengesetzter Rich-
tung erneut zu durchlaufen. Die so reflektierte Welle ®.. wird sich mit
der noch unreflektierten ®_, additiv iiberlagern. Die Uberlagerung besitzt
dann folgende Form :

O(z,t) = D (2, t) + P_(x,t) . (2.5)

Besitzen beide Komponenten gleiche Amplitude A’, Wellenlinge A und
Ausbreitungsgeschwindigkeit ¢, so konnen wir schreiben 9 :

22Mit den Winkeln o« und 3 gilt das folgende trigonometrische Additionstheorem : sin(a + 3) =
sin(a) cos(3) + cos(a) sin(f) .

12



. 2r u:t) _
/ Profile when cos ( L +1

Node

|

N Profile when cos (-27[—'"’) = —1 ™ 24 sin (g{_X)

Abbildung 2.3: Stehende Welle auf einer an den Stellen x = 0 und x = L eingespannten
Saite der Lénge L. Die Wellenléinge A ist mit L identisch.

®(z,t) = A'sin {27r - (z ;\ Ct)} + A'sin {27r : (z + Ct)}

\
— 24'sin (27r : i) cos (27r : C;) . (2.6)

Diese Formel beschreibt eine stehende Welle, die so aussieht, als oszilliere
sie auf der Stelle ohne das Medium zu durchwandern. An Orten, in denen
die rein x-abhéngige erste Faktorfunktion Null ist, verschwindet auch die
Produktfunktion ®(x, t) fiir alle Zeiten ¢. Es gibt also Stellen, an denen das
Medium niemals oszilliert. Solche Stellen nennt man Knoten.

Die zeitabhdngige Cosinusfunktion nimmt alle Werte an zwischen +1 und
—1. Folglich schwingt ®(x,t) zwischen +sin(27 - ¥) und —sin(27 - §). Der
ortsabhéngige Teil der Produktfunktion repréasentiert demnach die maxi-
male Auslenkung der stehenden Welle, wihrend der zeitabhingige Teil die
Bewegung des Mediums zwischen den Extrema kontrolliert. Abbildung
zeigt die “einknotige” stehende Welle einer beidendig eingespannten Saite
der Lange L = \.

Mit der Definition einer Kreisfrequenz
wi=21- S =21 (2.7)
A
sowie mit 24’ := A schreibt man oft anstelle von Gleichung B.§ :
O(x,t) = W(x)cos(wt) . (2.8)

Die rein ortsabhéngige Profilfunktion W(x) aus Gleichung wird auch
Amplitudenfunktion genannt.

13
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Abbildung 2.4: Verschiedene Schwingungszusténde einer Saite (nach F.F. Seelig : “Quan-
tentheorie der Molekiile”. Georg Thieme Verlag, Stuttgart (1974)).

2.1.3 Die einfachste Wellengleichung und ihre Lésungen

Gespannte Saiten konnen in verschiedene stehende Schwingungszustande
versetzt werden, die durch die Zahl ihrer Knoten oder Halbwellen charak-
terisiert sind. Die Abbildung mit nur einem Knoten ist also keineswegs
die einzig mogliche.

Die Amplitudenfunktionen dieser Schwingungszustédnde sind mathematisch
beschreibbar als Losungen W(z) einer Differentialgleichung zweiter Ord-
nung in der Ortsvariablen x, der einfachsten klassischen Wellengleichung :

dexgx) S (%)2%@ . (2.9)

Wir wollen jetzt demonstrieren, wie diese Wellengleichung dazu verwen-
det werden kann, die Natur der verschiedenen Amplitudenfunktionen ei-
ner schwingenden Saite der Lange L vollstandig zu erfassen. Die Losungen

miissen dabei zuséitzlich zwei Randbedingungen erfiillen, die dem Umstand
Ausdruck geben, dafl die Saite an beiden Enden (x = 0 und x = L) einge-
spannt ist :

T(0) = T(L) =0 . (2.10)



Wir fragen also : “Welche Funktionen erfiillen sowohl die Wellengleichung
P.9 als auch die Randbedingungen .17 ?”

Zunichst iiberzeuge man sich davon, daf§ die Amplitudenfunktion ¥ (z) :=
Asin(27-{) des letzten Abschnitts die Differentialgleichung 2.9 erfiillt. Das-
selbe gilt allerdings auch fiir die entsprechende Cosinusfunktion ¥(x) :=
B cos(2m-5). Als Verallgemeinerung dieser beiden Losungsfunktionen wird
die folgende Linearkombination anzusehen sein :

U(z):= Asin (27T : ;) + B cos (27T : ;) : (2.11)

Sie erlaubt zuséatzlich, die Faktoren A und B zu variieren.

Hierzu sei folgendes bemerkt : Auch die komplexwertigen Exponential-
funktionen exp (—|—27r2' : %) und exp (—27r2' : %) mit ¢ := \/—1 erfiillen die
Differentialgleichung P.9. Dafl wir diese nicht auch in den allgemeinen Lo-
sungsansatz 2.11] mit aufgenommen haben, hat nur einen Grund : sie sind
den trigonometrischen Sinus- und Cosinusfunktionen dquivalent. Uber die

EULERsche Beziehung
exp(tikz) = cos(kx) + isin(kx) (2.12)

konnen Exponentialfunktionen ndmlich durch trigonometrische Funktionen
ausgedriickt werden (so wie umgekehrt); sie sind dadurch redundant. Man
sagt, beide Funktionsfamilien seien voneinander linear abhéangig.

“Wie determinieren die Randbedingungen 2.1 die Linearfaktoren A und
B

Die erste Bedingung fiir x = 0 fordert :
¥(0) = Asin(0) + Bcos(0) :=0 . (2.13)

Weil sin(0) = 0 und cos(0) = 1, folgt B = 0. Die erste Randbedingung
zwingt uns also dazu, den zweiten Term unseres Losungsansatzes zu strei-
chen. Zuriick bleibt :

U(z) := Asin (27r : ;) . (2.14)

15



Abbildung 2.5: Vier Losungen der zeitunabhéingigen eindimensionalen Wellengleichung
mit den Randbedingungen ¥ (0) = ¥(L) = 0.

Die zweite Randbedingung fiir x = L fordert :
, L
V(L) = Asin (27r : X) =0 . (2.15)

Eine Moglichkeit, diese Bedingung zu erfiillen, besteht darin, A mit Null
gleichzusetzen. Die ensprechende Losung W(x) = 0 ist zwar zuldssig, je-
doch nicht sehr interessant. Sie bedeutet, dafl die Saite iiberhaupt nicht
schwingt. Zweitens kann aber auch 27 - % mit 0, £, £27, ..., £nm identi-
fiziert werden (weil in diesen Fillen die Sinusfunktion verschwindet). Das

fithrt zu folgender Beziehung :

L 2L
QW-X:mr oder A=— mit n=0,%x1,+2,... . (2.16)
n

Setzt man diesen Ausdruck in den Ansatz P.14 ein, so erhilt man die
folgende allgemeine Lésung :

\I/(x):Asin<mr-%> mit n=0,41,42, ... . (2.17)

Vier dieser Losungen zeigt Abbildung B.3 :

Die Losung fiir n = 0 ist wieder der uninteressante Fall ¥(z) = 0. Es ist
auch klar, dafl der Funktionensatz mit positivem n physikalisch von demje-
nigen mit negativem n nicht unterschieden ist; wir konnen uns also auf die
natiirlichen Zahlen n = 1,2, ... beschrianken. Die Konstante A bleibt zu-
néchst unbestimmt. Sie determiniert die Schwingungsamplitude. Zu ihrer
Bestimmung miifite bekannt sein, wieviel Energie die Saite aufgenommen
hat, wie stark sie also angerissen wurde.

16



Ferner ist evident, dafl es immer noch unendlich viele akzeptable Losun-
gen geben wird, obwohl durch die Randbedingungen nach Gleichung 210
bereits alle Funktionen wegfielen, deren ganzzahlige Vielfache von A nicht
2L ergaben. Jede der akzeptablen Losungen ist demnach charakterisiert
durch die Zahl der Halbwellen im Intervall 0 < x < L. Die Randbedin-
gungen haben also bewirkt, nur gewisse diskrete Wellenlédngen zuzulassen.
Wie wir sehen werden, ist diese Besonderheit eng mit dem Phénomen ei-
ner Energiequantisierung verbunden, die der Quantentheorie ihren Namen
gab.

Das hier ausgearbeitete Beispiel ist freilich besonders einfach. Aber es de-
monstriert, wie Differentialgleichungen und Randbedingungen dazu dienen
kénnen, erlaubte Zustdnde eines physikalischen Systems zu ermitteln. In
besprochenen Fall hiatte man diese Losungen vielleicht auch erraten kon-
nen. In komplizierteren Féllen ist das aber haufig nicht mehr moglich, so
dafl man auf den hier skizzierten systematischen Weg angewiesen ist.
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2.2 Partikel

(nach W. KUTZELNIGG : “Einfiihrung in die Theoretische Chemie”. Verlag
Chemie, Weinheim (1975)).

Atome, Molekiile und Kristalle bestehen aus Kernen und Elektronen, die
man zunéchst wie in der klassischen Mechanik als Massenpunkte idealisiert.

2.2.1 Zur klassischen Mechanik von Massenpunkten

Ein klassischer Massenpunkt i bewegt sich auf einer Bahnkurve r;(t), die
seinen Ortsvektor r; als Funktion der Zeit ¢ beschreibt. Die klassische Me-
chanik liefert solche Bahnkurven (oder Trajektorien) nicht unmittelbar,
sondern gibt stattdessen Differentialgleichungen an (Bewegungsgleichun-
gen), deren Losungen die Vielfalt der moglichen Bahnkurven repréisentie-
ren. Die einem physikalischen Problem angemessene Losung ergibt sich erst
durch Vorgabe zugehoriger Anfangsbedingungen.

2.2.2 Zur Darstellung von Bewegungsgleichungen

Die Bewegungsgleichungen konnen in verschiedenen Formalismen angege-
ben werden. In der NEwWTONschen Form werden Kréfte und Beschleunigun-
gen miteinander verkniipft. Demgegeniiber stehen beim HAMILTONschen
Formalismus die kinetische Energie Ey;,, die potentielle Energie E,, und
ihre Summe, die HAMILTON-Funktion, im Mittelpunkt. Die HAMILTONschen
Bewegungsgleichungen gelten in beliebigen Koordinatensystemen, also zum
Beispiel sowohl in rechtwinkligen (CARTESischen) als auch in sphérischen
Polarkoordinaten.

2.2.3 Konservative Systeme : Bewegungskonstanten

Die zwischen Kernen und Elektronen wirkende Kréfte lassen sich als Gra-
dient einer Potentialfunktion darstellen, die weder von den Geschwindig-
keiten der Partikel, noch explizit von der Zeit abhangt. In einem sol-
chen konservativen Kraftfeld gilt der Energiesatz : die Summe von kine-
tischer und potentieller Energie ist zeitlich konstant. Die Gesamtenergie
E = Eyiy + Epy ist also eine Bewegungskonstante. Weitere Bewegungs-
konstanten (GroBen, die ihren Wert wéhrend der Bewegung nicht &ndern)
sind der Gesamtimpuls, sowie (bei Abwesenheit duflerer Felder) der Dreh-
impuls.
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Abbildung 2.6: Links : Beugungsfigur einer Kreisschreibe als Hindernis. Rechts : Beu-
gungsfigur einer gleich grofien kreisformigen Blendenoffnung.

2.3 Schliisselexperimente

2.3.1 Wellennatur des Lichts : Beugungsphinomene

(nach R.W. PoOHL : “Optik und Atomphysik”, 12. Auflage. Springer-Ver-
lag, Berlin Heidelberg (1967) “Mechanik, Akustik und Warmelehre”, 17. Auf-
lage. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg (1969) ).

Die geometrische Optik basiert auf der Beobachtung, daf3 eine punktformi-
ge Lichtquelle einen Schatten wirft, dessen Gestalt durch die geometrische
Projektion des Gegenstandes gegeben ist. Tatséchlich entsteht aber hinter
einem scharfkantig begrenztem Objekt gar kein scharf begrenzter “geome-
trischer” Schatten. Vielmehr tritt auch in den Schattenbereich Licht ein :
es wird an den Kanten des Hindernisses gebeugt.

Verwendet man einen (im Vergleich zu seinem Abstand vom Beobachter)
kleinen kreisrunden Schirm als Objekt, so ist die Mitte des geometrischen
Schattens immer hell (Po1ssoNscher Fleck), unabhéngig von der Grofle des
Schirms. Auf der optischen Achse entsprechend grofler Lochblenden kann
man hingegen verschiedene Helligkeitsgrade beobachten.

Mit wachsendem Durchmesser fithren die Beugungsbilder sowohl von Kreis-
scheibe als auch von Kreisoffnung zum gleichen Grenzfall : der Figur fiir

die Beugung an einer Kante (Abbildung R.19).
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Abbildung 2.7: Beugungsfigur einer Spaltblende.
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Abbildung 2.8: Zur Berechnung der Beugungsfigur einer Spaltblende.

Am besonders einfachen Beispiel der Lichtbeugung an einer Spaltblende
kann man sich die Form der zugehdrigen Beugungsfigur wie folgt erkléren :

Der Beobachtungspunkt P befinde sich in grofler Entfernung von der Blen-
de : die beiden von den Spaltrindern zum Punkt P fiihrenden Geraden
kénnen in diesem Fall als parallel gelten. Sodann zerlege man den Spalt in
eine hinreichend grofle Anzahl von zum Beispiel N = 1,2,...,12 Teilab-
schnitten. Jeder dieser Teilabschnitte wird jetzt als Ausgangspunkt einer
Kugelwelle betrachtet, einer HUYGENSschen Elementarwelle. Die Amplitu-
den aller dieser Elementarwellen addieren sich zu der in P beobachtbaren
Gesamtamplitude. Das Wesentliche bei dieser Addition ist der Gangunter-
schied zwischen den einzelnen Elementarwellen.

Zwischen dem Gangunterschied s, der Spaltbreite B und dem Beugungs-
winkel a besteht ein einfacher trigonometrischer Zusammenhang, den man
aus Abbildung ablesen kann :

sin(a) = % . (2.18)
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Abbildung 2.9: Betrége der Amplitudenfunktion an verschiedenen Punkten des Beobach-
tungsschirms fiir die Beugung von Licht der Wellenlénge A an einer Spaltblende der Breite
B. Gezeigt sind ferner die zur ihrer Konstruktion benétigten Hilfsfiguren. Die Intensitéat
der Beugungsfigur ist dem Quadrat der Amplitudenfunktion proportional.

Abbildung 2.9 veranschaulicht, wie man fiir die fiinf ausgewéhlten, in Ein-
heiten von A gemessenen Gangunterschiede s der folgenden Tabelle die
zugehorigen Amplituden als Funktion von sin(a) = 3 konstruieren kann.

sIA] | s/12[A] | @A := 360°]
0 0 0°

1/3| 1/36 10°

2/3 | 1/18 20°
1| 1/12 30°

3/2| 1/8 45°

15 ist der Gangunterschied unmittelbar benachbarter Kugelwellen, eben-
falls in Einheiten von A. Setzt man \ := 2m, so erhélt man den Phasen-
winkel ¢ zwischen diesen Elementarwellen. Bei der vektoriellen Addition
aller zwolf Teilamplituden schlieen aufeinanderfolgende Komponenten den

Phasenwinkel ¢ ein.

Die so beschriebnene Konstruktionsvorschrift fiihrt zu der Amplituden-
funktion aus Abbildung 2.9. Die eigentliche Observable, der Helligkeitsgrad
auf dem Beobachtungsschirm erweist sich allerdings als proportional dem
Quadrat dieser Amplitudenfunktion : vor einem Vergleich mit photometri-
schen Intensitédtsmessungen hat man also die Ordinaten des “Amplituden-
gebirges” zu quadrieren.
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2.3.2 Partikelnatur von Elektronen : die Elementarladung

(nach C. GERTHSEN, H.O. KNESER und H. VOGEL : “Physik”, 12. Auf-
lage. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg (1974)).

Wo immer elektrische Ladungen auftreten, bestehen sie stets aus kleinsten,
unteilbaren Einheiten, der Elementarladung ey = 1.602189(2) - 10~ 19C.
HeLMHOLTZ hatte die Elementarladung bereits 1881 mit dem Quotien-
ten aus FARADAY-Konstante P4 und AvocADRO-Konstante B4 identifiziert.
Daf} es sich bei der Elementarladung nicht um einen Mittelwert handelt,
wies aber erst R.A. MILLIKAN ab 1909 nach durch seine Prézisionsmes-
sungen mit Hilfe eines Schwebekondensators.

Als Ladungstriager wird ein kleines Fliissigkeitstropfchen zwischen die Plat-
ten (mit Abstand d) eines horizontal gelagerten Kondensators gebracht. In
feldfreien Raum sinkt es unter dem Einfluf3 der Schwerkraft und dem Rei-
bungswiderstand mit gleichférmiger Geschwindigkeit, aus der nach dem
StokKESschen Gesetz P der Radius und damit auch das Gewicht mg be-
stimmt werden kann. Legt man eine verdnderliche Spannung U an den
Kondensator, so kann man diese so regulieren, dafl das Tropfchen im elek-
trischen Feld vom Betrag EF = % in der Schwebe gehalten wird. Seine
Ladung ¢ = " ist dann gleich %’d. Mit dieser Methode fand MILLIKAN,
dafl die Gesamtladung solcher Tropfchen stets ein ganzzahliges Vielfaches
weniger Elementarladungen eg ist. Die Elementarladung ist auflerdem stets
mit Masse verbunden.

Experimente mit Kathodenstrahlen legten nahe, dafl diese aus negativ ge-
ladenen Teilchen der Masse m, bestehen. Bald erkannte man, dafl jedem
dieser Partikel ebenfalls eine negative Elementarladung zuzuordnen ist.
Mit dem von J.J. THOMSON 1897 gemessenen Verhéltnis von > (wobei
er die Ablenkung ausnutzte, die ein Kathodenstrahl in einem hofnogenen
Magnetfeld erfihrt), konnte die (Ruhe)-Masse m, = 9.10953(4) - 103kg

dieser Partikel bestimmt werden.

Die durch —e(y und m, charakterisierten Elementarteilchen nennt man seit-
her Elektronen.

23Um ein mol eines Elektrolyten aus einfach geladenen Ionenpaaren abzuscheiden, bedarf es
96484.5(6) C. Die so definierte Faraday-Konstante betriigt deshalb 9.64845(6) - 10* C mol .

24Die Avogadro-Konstante [6.02204(5) - 10%* mol~!] gibt die in einem mol enthaltene Partikelzahl an.

25Die Kraft, die auf ein kugelférmiges Teilchen mit Radius » und Masse m wirken muf}, um es mit der
Geschwindigkeit v durch eine Fliissigkeit der Viskositédt n zu bewegen, betrigt mg = 6mnrv. Dabei ist
g = 9.8066(5)ms~2 der Standardwert fiir die Erdbeschleunigung.
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Abbildung 2.10: MeBanordnung zum Photoeffekt. a) Aufbau der Photozelle mit Verzoge-
rungsspannung U. b) Photostrom I als Funktion von U (schematisch). Die durchbrochene
Linie markiert die Strom-Spannungs-Kennlinie bei doppelter Lichtintensitét.

2.3.3 Partikelnatur des Lichts : der Photoeffekt

(nach H.-D. FORSTERLING und H. KUHN : “Molekiile und Molekiilanh&u-
fungen”. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg (1983))

Bestrahlt man ein Metall mit Licht (zum Beispiel das Alkalimetall Cs),
so kann man beobachten, dafl aus der Metalloberfliche Elektronen aus-
treten (P. LENARD : “Uber die lichtelektrische Wirkung”. Ann. Phys. 8
(1902), 149). Die Geschwindigkeit v der emittierten Elektronen hangt nur
von der Farbe (das heifit der Frequenz) des eingestrahlten monochroma-
tischen Lichts ab, nicht aber von dessen Intensitét; dagegen nimmt die
Anzahl der Photoelektronen mit der Lichtintensitat zu.

Abbildung 2.10 zeigt die Versuchsanordnung und den qualitativen Befund :
In einem evakuierten Glaskolben befindet sich das Césium-Metall; gegen-
iiber ist eine zweite Metallelektrode angeordnet, und zwischen beiden Me-
tallen liegt die Spannung U an. Die Polaritdt von U wird so gewéhlt, daf3
ein austretendes Elektron auf dem Weg zur Gegenelektrode verzogert wird.

Die potentielle Energie des Elektrons im durch die Gegenspannung U er-
zeugten elektrischen Feld betragt E,, = eoU. Solange U so klein ist, dafl

der Energiebetrag FE,, des Elektrons von seiner maximalen kinetischen

Energie Ey;, = %mezﬂ iiberkompensiert wird, so erreichen alle Elektronen

die Gegenelektrode : der Photostrom [ ist deshalb unabhéngig von U.
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Abbildung 2.11: Maximale kinetische Energie Fy;, von Photoelektronen als Funktion der
Lichtfrequenz v. Ein Photostrom fliet nur dann, wenn die Grenzfrequenz v nicht unter-
schritten wird.

Bei einer Schwellenspannung Uj sind kinetische und potentielle Energie
betragsgleich :

B = %mev2 = eoUy = Epot - (2.19)

Hohere Spannungen U > U, verhindern, dafl die emittierten Elektronen
die Gegenelektrode erreichen kénnen : [ sinkt plétzlich auf Null ab.

Tragt man die Grenzenergie egU; gegen die Frequenz v des einfallenden
Lichts auf, so erhélt man wie in Abbildung eine Gerade. (R.A. MIL-
LIKAN : “A direct photoelectric determination of Planck’s A”. Phys. Rev. 7
(1916), 355).

Besonders iiberraschend ist, daf3 die Gegenspannung U von der Bestrah-
lungsstirke der Metallfliche (gemessen in Wm™2) unabhiingig ist. Dieses
Faktum ist mit den Prognosen einer elektromagnetisch-klassischen Licht-
theorie unvereinbar.

Der Versuch kann hingegen verstanden werden, wenn man postuliert, dafl
Licht in Energiepaketen (Lichtquanten, Photonen) mit den Elektronen in
Wechselwirkung tritt. Die Energie eines solchen Photons ist proportional
zur Lichtfrequenz : E o v. Jedes Photon iibertragt seine Energie auf ein
zugehoriges Photoelektron. Die Grenzfrequenz v ist (bei gegebener Tempe-
ratur) eine fiir das verwendete Anodenmetall (Cs) charakteristische Grofe;
die Proportionalitdtskonstante h dagegen ist fiir alle Materialien dieselbe :

E=hv. (2.20)

Sie wird nach ihrem Entdecker PLANCKsche Konstante genannt. Gleichung
D.20 verkniipft eine typische Welleneigenschaft (die Lichtfrequenz v) mit
einer Teilchenenergie F.

24



Goldfolie Photoplatte
Va

S =T D@

Us a) b)

Abbildung 2.12: a) Erzeugung eines Elektronenstrahls (Uy : Heizspannung, Up : Be-
schleunigungsspannung) und dessen Beugung an einer Goldfolie. b) Beugungsringe auf
der Photoplatte. ¢) Interferenzstreifen bei der Beugung an einer Kante. Vergleich des Er-
gebnisses mit Licht (links) und Elektronen (rechts). Die Photos sind so vergrofert, daf§ in
beiden Fillen der Abstand vom ersten zum zweiten Maximum gleich ist.

2.3.4 Wellennatur von Elektronen : Materiewellen

(nach H.-D. FORSTERLING und H. KUHN : “Molekiile und Molekiilanh&u-
fungen”. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg (1983))

Die Wellennatur der Elektronen kann wie die Lichtwellen mit Beugungs-
experimenten nachgewiesen werden.

Indem man die aus einem Glithdraht austretenden Elektronen im elektri-
schen Feld beschleunigt, erzeugt man einen Strahl wohldefinierter Elektro-
nengeschwindigkeit v. Ein Elektron besitzt nach Durchlaufen der Beschleu-
nigungsspannung U mindestens die kinetische Energie

Erin = %mezﬂ =egU . (2.21)

Fiir die Geschwindigkeit folgt daraus :

2eqU
v= | 0 (2.22)
me
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Aus den Abstdnden zwischen Interferenzstreifen, die beim Beugen eines
Elektronenstrahls an einer Kante entstehen, kann man analog zur Licht-
Wellenldnge A eine Materie-Wellenldnge A bestimmen.

Einer historischen Arbeit von C. DAVISSON und L.H. GERMER (“Diffrac-
tion of electrons by a crystal of nickel”. Phys. Rev. 30 (1927), 705) kann
man entnehmen, dafl das Produkt von Elektronengeschwindigkeit v und
-wellenléinge A einen konstanten Wert ergibt : vA ~ 7.2 - 10 *m?s~1.

Beim Versuch, den gleichbleibenden Zahlenwert der Dimension m; durch
bereits bekannte Naturkonstanten auszudriicken, st6t man auf den Quo-

tienten von - :
Me

v/\:i oder A = h :ﬁ. (2.23)
Me mev P
Nach ihrem Entdecker wird Gleichung auch DEBROGLIEsche Bezie-
hung genannt. Wie Gleichung P.20 des vorangegangenen Abschnitts ver-
kniipft sie die typische Welleneigenschaft A mit einem typischen Charak-
teristikum fiir Massepartikel : dem der Elektronengeschwindigkeit entspe-
chenden Impuls p = m.v.

Die kinetische Energie Ey;, eines Elektrons kann man auch durch seinen
Impuls ausdriicken :

2 2,,2 2
B = e = el - P (2.24)
2 2m, 2me,

Bezeichnen wir ferner die potentielle Energie E,, des Elektrons mit V', und
schreiben wegen des Energiesatzes (E = Ejin + Epot) Erin als Differenz der
Gesamtenergie £/ und Eyp =V :

Epn=E—-V | (2.25)

so erhalten wir aus .24 fiir den Impuls :

p=12m(E-V). (2.26)
Fiir die DEBROGLIEsche Wellenldnge A kann man jetzt auch schreiben :

h
A:¢%ME—Vy

(2.27)

Man beachte, dal A nur dann reellwertig ist, solange £ > V. Die DEBROG-
LIE-Wellenlénge wird imaginér, falls £ < V. Wir werden sehen, dafl die
Quantentheorie solche Fille zulafit.
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a) b)

Abbildung 2.13: Interferenzbild. a) mit sehr vielen Teilchen (statistisches Verhalten); b)
mit wenigen Teilchen, die alle zufallsbedingt im Bereich des obersten Streifens angetroffen
werden (starke Abweichung vom statistischen Verhalten).

2.4 Einzelereignis und Gesamtverhalten

(nach H.-D. FORSTERLING und H. KUHN : “Molekiile und Molekiilanh&u-
fungen”. Springer-Verlag, Berlin Heidelberg (1983))

Zu den Beugungs- und Interferenzbildern der Abbildungen P.§ und
fithren Versuche mit sehr vielen Lichtquanten beziehungsweise Elektronen.
Denken wir uns entsprechende Experimente mit nur ganz wenigen Teilchen
durchgefiihrt, so kénnen die von einer Photoplatte festgehaltenen neuen
Beugungsbilder jedoch sehr stark von den vertrauten Ergebnissen abwei-
chen : beispielsweise wire es moglich, alle durch die auftreffenden Partikel
ausgelosten Schwarzungen des Photomaterials nur im Bereich eines Interfe-
renzstreifens anzutreffen wie in Abbildung .13. Aus statistischen Griinden
werden solche Abweichungen mit zunehmender Teilchenzahl allerdings im-
mer unwahrscheinlicher.

Wihrend also iiber das FEinzelereignis (“Wo wird sich das néchste Teilchen
auf der Photoplatte manifestieren 7”) nur Wahrscheinlichkeitsaussagen ge-
macht werden konnen, ist das Interferenzbild bei sehr groflen Partikelzah-
len reproduzierbar : iiber das Gesamtverhalten kann man eine gesetzméafi-
ge Prognose machen. Mit anderen Worten : nur fiir das Gesamtverhalten
bei grolen Teilchenzahlen, nicht aber fiir das Einzelereignis ist eine streng
kausale Beschreibung moglich.

Sowohl bei Lichtwellen als auch bei Elektronenwellen geht das Beugungs-
bild mit abnehmender Wellenlénge allméhlich in das Schattenbild {iber. Bei
energiereichen Lichtquanten oder sehr schnellen Elektronen kann man mit
grof3er Bestimmtheit vorhersagen, daf3 sich das Teilchen auf der Photoplat-
te innerhalb der geometrisch konstruierten Schattengrenze manifestieren
wird; es sind also in diesem Fall bestimmte Aussagen auch iiber Einzeler-
eignisse moglich (W. PAULI : “Die philosophische Bedeutung der Idee der
Komplementaritiat”. Experientia 6 (1950), 72).
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Wie wir erfahren haben, kann die mefibare Intensitéit eines auf einem
Schirm beobachteten Interferenzbildes von Licht- und Elektronenwellen
identifiziert werden mit dem Quadrat einer Amplitudenfunktion, die man
als Uberlagerung hinreichend vieler HUYGENSscher Elementarwellen er-
halt. Wie soll aber solch ein stetiger Zusammenhang (zum Beispiel die or-
dinatenquadrierte Funktion aus Abbildung P.9) erklért werden, wenn die
Partikelnatur von Photonen und Elektronen eine kontinuierliche Interpre-
tation nicht zulafit 7

Von EINSTEIN stammt urspriinglich der Vorschlag, das Quadrat der Am-
plitudenfunktion W(z) als Wahrscheinlichkeitsdichte zu deuten : die Grofe
U%(z)dx steht dann folglich fiir eine differentielle Wahrscheinlichkeit, das
zu untersuchende Teilchen in einem am Ort x lokalisierten Volumenelement
dx anzutreffen. Je grofler diese ortliche Antreffwahrscheinlichkeit ist, umso
hoher ist auch der Wert von W?(x)dz.

Die klassische Idee stetiger Amplitudenquadrate wird somit ersetzt durch
eine kontinuierlich variierende Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion.

28



Kapitel 3

Einfache Schrédinger-Gleichungen
und ihre Lésungen

3.1 Quantentheorie als Materiewellen-Mechanik

(nach F.F. SEELIG : “Quantentheorie der Molekiile”. Georg Thieme Verlag,
Stuttgart (1974)).

Die Wellengleichung 2.9 hatte uns bei der Behandlung stehender klassischer
Wellen zusammen mit den Randbedingungen £.10 in die Lage versetzt,
samtliche Schwingungszustidnde einer an beiden Enden eingespannten Saite
zu erfassen.

Um die Natur der Materiewellen ebenso vollstdndig beschreiben zu kénnen,
ersetzte SCHRODINGER die Wellenldnge A der klassischen zeitunabhéngigen
Wellengleichung 2.9 in der Form

NP
durch die DEBROGLIEsche Materiewellenlange A in der Form 2.27. Mit
h2
A? = 3.2
erhélt man :
1 h:
— : VU(x)=F- -V(z). :
{Qme A2 dx? * V} (z) () (3:3)

Gleichung B.3 ist SCHRODINGERSs zeitunabhéngige Wellengleichung fiir die
eindimensionale Bewegung eines Elektrons mit potentieller Energie V' und
Gesamtenergie F.
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Die klassische Theorie formuliert fiir Wellenmechanik und Teilchenmecha-
nik verschiedene Bewegungsgleichungen. SCHRODINGERs Quantenmecha-
nik hingegen macht keinen scharfen Schnitt mehr zwischen dem Wellen-
und dem Partikel-Bild : es gibt nur noch ein fundamentales Postulat, die
(zeitunabhéngige) SCHRODINGER-Gleichung.

Wir haben bereits gesehen, dal DEBROGLIEsS Beziehung die Verbindung
der SCHRODINGER-Gleichung B.d mit einer klassischer Wellengleichung
herzustellen vermochte. Nun wollen wir B.3 mit der klassischen Bewegungs-
gleichung fiir Massepartikel vergleichen.

Nach dem Energiesatz setzt sich die Gesamtenergie E eines Elektrons aus

kinetischer (5=

Tl p?) und potentieller Energie V' zusammen :

1
2me,
Ein Vergleich mit Gleichung veranlafit uns dazu, die in eckige Klam-
mern gesetzte Grofle mit dem Betragsquadrat des klassischen Impulses
zu identifizieren. Der klassisch-mechanische Impuls kann also in einen fiir

die Quantenmechanik charakteristischen Differentialoperator [ iibersetzt
werden :

PP+ V=FE. (3.4)

h d

Ahnliche Relationen werden sich bei der axiomatischen Fundierung der
Quantentheorie als niitzlich erweisen.

Die linke Seite von Gleichung B.4 nennt man die HAMILTON-Funktion des
betrachteten konservativen Systems. Entsprechend wird die geschweifte
Klammer in B . HAMILTON-Operator H genannt. Ist die Anzahl und die
Art der Partikel eines Teilchensystems bekannt, so ist die Konstruktion
des zugehorigen HAMILTON-Operators meist nicht schwer. Schwierigkeiten
macht allein das Losen der SCHRODINGER-Gleichung, die man oft nur noch
in der kompakten Form

HUV=FE-U (3.6)

schreibt. hat die Gestalt einer Figenwertgleichung : wendet man den
Operator H auf die Funktion W(z) an, so erhilt man dieselbe Funktion
zuriick, multipliziert mit einer Konstanten F. U(x) nennt man eine Figen-
funktion des Operators H. E ist der zu dieser Eigenfunktion gehérende
FEigenwert.

3-1Operatoren sind hier als Rechenvorschriften aufzufassen. Eine auf den Operator folgende Funktion
ist also nach der Variablen x zu differenzieren.
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3.2 Das Elektron im eindimensionalen Kasten

(nach J.P. LOWE : “Quantum Chemistry”. Academic Press, New York
London (1978)).

Sperrt man das durch die SCHRODINGER-Gleichung B.3 beschriebene Elek-
tron in einen “eindimensionalen Kasten” der Lange L und setzt dessen po-
tentielle Energie V' gleich Null, so erzwingen die Randbedingungen

T(0) = U(L) =0 (3.7)

ein dem der schwingenden Saite verwandtes Verhalten.

Als Losungsansatz fiir die so definierte SCHRODINGER-Gleichung

h? d? ,
{_87'('2771@ : d:z:Q} U(z)=FE- V() mit 0<z <L (3.8)

wahlen wir deshalb eine Linearkombination, die der uns bereits vertrauten
Ansatzfunktion 2.1 dhnlich ist :
U(z) := Asin(kz) + B cos(kz) . (3.9)

Zu bestimmen sind die Gréflen A, B und k.

Die Gleichung und B.9 sind formgleich. Mathematisch ist die hier ge-
stellte Aufgabe also identisch mit dem Problem, die Schwingungszustéinde
einer schwingenden Saite zu finden. Wie bereits ausgefiihrt, erhélt man

Losungen der Form .17 :

U(z) = Asin (mri) mit n=12,.... (3.10)
Wahrend A zunéchst noch unbestimmt bleibt, erkennt man dafl B = 0 und
k="~
L
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3.2.1 Interpretation der Eigenfunktionen

Ist U(x) eine Eigenfunktion von H, so gilt dies auch fiir die mit einer
Konstanten ¢ multiplizierten W-Funktion. Eine multiplikative Konstante
kommutiert . namlich mit dem Operator H:

H(cO)=c¢-HU =cE-¥ = E - (cD). (3.11)

Die Identitdt von erstem und letztem Term dieser Gleichung belegt, dafl
auch ¢V Eigenfunktion von H ist.

Welchen Wert sollte nun die noch unbestimmte Konstante A der Eigen-
funktionen B.10 im Lichte der quantentheoretischen Wahrscheinlichkeitsin-
terpretation erhalten 7

Von EINSTEINs Vorschlag, U?(z) als Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion zu
deuten, war bereits die Rede 3. Weil das Elektron eingesperrt wurde, ist
es auch mit Sicherheit in seiner Zelle anzutreffen. Anders gesagt : die Ge-
samtwahrscheinlichkeit, das Teilchen irgendwo im “eindimensionalen Ka-
sten” anzutreffen, kann auf 1 normiert werden. Fiir das Integral iiber allen
differentiellen Wahrscheinlichkeiten W?(x)dx fordern wir also :

U2 (x)dr = A2/ Osm2 ( L) dr :=1. (3.13)

=0 Tr=

Mit dem bestimmten Integral

L ., T B L
/_ sin <n7r : Z) dx = ) (3.14)
folgt daraus :
2
A=, —. 3.15
2 (3.15)

3-27wei Groflen a und b “kommutieren” miteinander, wenn gilt : ab = ba .
33Um komplexwertige Eigenfunktionen nicht auszuschlieBen, sollte man diese Funktion allgemeiner
mit dem Betragsquadrat |¥(z)|? = U*(x)¥(x) identifizieren. ¥*(z) ist die zu ¥(x) komplex konjugierte
Funktion, deren Imaginérteil das Vorzeichen gewechselt hat :
ST (2)] = =S [P(x)]. (3.12)

Dadurch werden negative Wahrscheinlichkeitsdichten prinzipiell ausgeschlossen.
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Abbildung 3.1: Eigenfunktionen des Elektrons im “eindimensionalen Kasten” fiir n =
1,2, 3. Die Energieeinheiten der Ordinate visualisieren den energetischen Abstand dieser
drei Niveaux, nicht die Funktionswerte der Losungen Wy(z), Ws(z) und Ws3(z). Deren

Maximalwert betragt \/% :

Die so normierten Eigenfunktionen der SCHRODINGER-Gleichung lauten
also :

2
\Ifn(a;):@-sm@w%) mit n=1,2,.... (3.16)

Sie sind den Losungen der schwingenden Saite ganz &dhnlich. Ein Unter-
schied besteht allerdings zwischen B.16 und £.17 : die Losungsfunktion fiir
n = 0 bleibt jetzt ausgeschlossen. Wahrend sie im Fall der schwingenden
Saite eine physikalisch sinnvolle Situation beschreibt (die Saite schwingt
iberhaupt nicht), bedeutet ¥(z) = 0 hier nur, dafl sich das Elektron gar
nicht im “eindimensionalen Kasten” befindet (was unserer Problemstellung
widerspricht).

Bis auf den Grundzustand ¥, besitzen alle Losungen 2.17 mindestens einen
Knoten mit ¥,, = 0. Zwischen den Orten mit endlicher Antreffwahrschein-
lichkeit gibt es also Stellen, an denen das Elektron niemals anzutreffen
ist.
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Abbildung 3.2: ¥? und beobachtbare Elektronenverteilung fiir die drei energieirmsten
sowie einen hochenenergetischen Quantenzustand des Elektons im “eindimensionalen Ka-
sten”.

Auf die Frage “Wie kommt das Elektron (zum Beispiel im durch n = 2 cha-
rakterisierten Quantenzustand) von der linken in die rechte Seite des eindi-
mensionalen Kastens ?” kann die Wahrscheinlichkeitsinterpretation keine
Antwort geben. Thre Aussagen beziehen sich ndmlich auf ein Ensemble
gleichartig praparierter Systeme. Das Integral

b
0< U2 (2)dr < 1 (3.17)

r=a

entspricht also einem probalisitischen Erwartungswert, das Elektron zwi-
schen den Orten 0 < a < L und 0 < b < L anzutreffen.

Abbildung B.2 illustriert ferner, dafl die Antreffwahrscheinlichkeiten fiir die
linke und die rechte Seite des Kastens identisch sind, und zwar in jedem
Quantenzustand. Wir wollen uns dies klarmachen, indem wir zeigen, daf
der HAMILTON-Operator invariant ist gegeniiber der Spiegelung am Zen-
trum x = %, und daf infolgedessen seine Eigenfunktionen ¥, (x) Symme-

trieeigenschaften aufweisen.
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1. Spiegelung bedeutet, dal x durch L — x ersetzt werden kann. Fiir den
Spiegelungsoperator R, der auf den kinetischen Teil des HAMILTON-Operators
einwirkt, gilt also :

. h? d? h? d? h? d?

R J— . = — . —_ — . . (3.18)
8m2m, dax? 8m2m, d(L — x)? 8m2m, dx?

Dabei haben wir ausgenutzt, daf3 ﬁ = —% und dafl L eine Konstante

ist. Da die potentielle Energie V' ebenfalls von der Reflexion unbeeinflusst
bleibt, gilt dies nun auch fiir den gesamten HAMILTON-Operator :

RH=H . (3.19)

2. Was bedeutet dieses Ergebnis fiir die (normierten) Eigenfunktionen ?
Dazu wenden wir den Spiegelungsoperator R auf jeden Bestandteil der
Eigenwertgleichung HV,, = F,V,, an :

Die Konstante E bleibt von R unbeeinflusst. Zusammen mit ergibt
sich daraus :

H(RY,) = E,(RY,) . (3.21)

R, ist also genau wie WV, Eigenfunktion vom H mit demselben Eigen-
wert E,. Daraus (sowie aus dem Umstand, dafl zu jedem Eigenwert nur
eine Eigenfunktion gehort) mufl man schlieflen : R¥ und ¥ sind linear
voneinander abhéngig, das heifit sie unterscheiden sich nur durch einen
konstanten Faktor c :

R, = cU,, . (3.22)

Ist ¥ normiert, so ist es die gespiegelte Funktion RU auch. Also kénnen
wir schreiben :

L ~ L I
1= [ (RO de= [ (W, dv=¢ [ Wldr=c*.  (323)

Das Vorzeichen des konstanten Faktors ¢ bleibt demnach unbestimmt :

RU, =+, . (3.24)
Im Fall von R¥, = 4+, wird U, symmetrisch (oder gerade) genannt.
Ist RU, = —V,, so ist U, antisymmetrisch (oder ungerade). Funktionen,
die weder symmetrisch noch antisymmetrisch sind, heiflen unsymmetrisch.
Allgemein gilt : Ist ¥, einzige Eigenfunktion des Eigenwerts E,,, so muf} sie
gegeniiber Operationen, die den HAMILTON-Operator unverdndert lassen
entweder symmetrisch oder antisymmetrisch sein.
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Abbildung 3.3: Akzeptable und inakzeptable Losungsfunktionen ¥(z) : (a) W(z) besitzt
an der Stelle zy drei Funktionswerte. (b) W(z) ist an der Stelle xq nicht stetig. (c) ¥(x)
wéchst fiir ¥ — oo iiber alle Grenzen. (d) W(x) ist iiberall stetig. An der Stelle xy zeigt
die Funktion eine Spitze (“cusp”). Ihre erste Ableitung ist also nur noch stiickweise stetig.
Dennoch ist auch eine solche Losung akzeptabel.

Ferner stellt die quantentheoretische Wahrscheinlichkeitsinterpretation noch
folgende Forderungen an die Form solcher W, (z). Sie miissen

e cindeutige Funktionen sein,
e die zweifach differenzierbar
e und normierbar (quadratintegrabel)

sind. Zweifache Differenzierbarkeit impliziert, dal ¥(x) stetig ist und eine
stiickweise stetige erste Ableitung besitzt.
Funktionen, die diese Zusatzanforderungen erfiillen, heiflen akzeptabel.

Man bestétige, dafl simtliche zeitunabhéngigen Eigenfunktionen der Glei-
chung B.1G akzeptabel sind. Sie représentieren verschiedene stationédre Zu-
stdnde des Systems.
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3.2.2 Interpretation der Eigenwerte

Wir iiberzeugen uns nun davon, dafl B.16 auch wirklich die SCHRODINGER-
Gleichung B-§ erfiillt. Mit

. h? x
H(z) = {_87r2me d:c2} mr L)
h? n’m? x
= _87T2m6 [—A 73 - sin (mr L)]
n’h? x
N Asi i
sin (mr L)

8m, L2
erhalten wir fiir die den Eigenfunktionen W, (x) zugehorigen Energie-Ei-
genwerte des Elektrons im eindimensionalen Kasten :
h? 9

Enzm'n mit n:1,2,.... (326)

=E, - U,(z)  (3.25)

Das auffalligste Merkmal dieser Energieformel ist, daf sie kein Energiekon-
tinuum, sondern nur diskrete Energiewerte zulafit, die durch die Quanten-
zahlen n = 1,2, ... charakterisiert sind (Abbildung B.T]).

Alle erlaubten Energien sind ferner umgekehrt proportional zu L? : je klei-
ner also die Ausdehnung des Kastens ist, umso grofler ist der energetische
Abstand der diskreten Niveaux. Wird die Kastenldnge hingegen erweitert,
umso dichter riicken benachbarte Energienniveaux zusammen. Im Grenzfall
unendlicher Zellenausdehnung verschwindet deren Diskretisierung vollkom-
men, so daf} jede Energie erlaubt ist.

Die Energien sind ferner proportional zu —-. Thre Separierung voneinander
nimmt also ab, falls die (variabel gedachte) "Masse m, zunehmen sollte. Fiir
ein makroskopisches Objekt wére m, derart grof3, dal benachbarte Ener-
gieniveaux iiberhaupt nicht mehr voneinander unterschieden werden konn-
ten. Auch dieses Merkmal kann als Beispiel fiir das Korrespondenzprinzip
gelten. In seiner allgemeinsten Form besagt es, dal quantentheoretische
Vorhersagen in diejenigen der klassischen Theorie iibergehen, sobald man
von der mikroskopischen Doméne in die makroskopische wechselt.

Man beachte, dafi es ein niedrigstes Energiequantum £y = g L2 gibt.
Die Energie eines Teilchens, das restriktiven Randbedingungen ausgesetzt
ist, kann also niemals auf Null absinken. £ nennt man deshalb auch die
Nullpunktsenergie des Systems.
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Abbildung 3.4: “Mesomere Grenzstrukturen” eines Polymethinfarbstoffs.
3.2.3 Elektronengasmodelle

H. KUHN schlug 1949 vor (J. Chem. Phys. 17 (1949), 1198), die beweg-
lichen “m-Elektronen” der Polymethinfarbstoffe (Abbildung B.4) als unab-
héngige Elektronen in einem eindimensionalen Kasten zu betrachten. Von
den Elektronen nimmt man in diesem Elektronengasmodell an, daf} sie sich
frei entlang des konjugierten Kohlenstoffgeriists zwischen den beiden Stick-
stoffatomen bewegen kénnen. Die Kastenldnge L, setzte er mit der Lénge
des (gestreckt gedachten) C-Gertists plus zwei zusétzliche Bindungsléngen
gleich, fiir die er einen Mittelwert von [ = 139 pm wiéhlte (zwischen den
Standardldngen einer C-C-Einfach- und einer C=C-Doppelbindung). Die
Gesamtlange L,, des eindimensionalen Kastens betrigt nach Abbildung B.4
also : L, = 2(n+5) -1 . Innerhalb des so definierten Konjugationsbereichs
befinden sich 2(n + 5) m-Elektronen, von denen maximal je zwei dasselbe
Energieniveau besetzen konnen (PAULI-Prinzip).

Mit B.2d lauten die Differenzen AFE,, zwischen den niedrigsten unbesetzten
Energieniveaux E, . und den hochsten besetzten (E,.5) :

2

_ _ 2 2
AEn = En—|—6 — En—|—5 = m {(n + 6) — (n + 5) } . (327)
Setzt man diese AFE, mit entsprechenden Photonenenergien hv, = %

gleich, so kann man die A\, mit den Wellenldngen AP spektroskopische}
Absorptionsmaxima vergleichen, und iiber die Farbe der Polymethinmole-
kiile mit Polymerisationsgrad n eine Prognose wagen :

n | A, [nm] | AP [nm] | Farbe | visueller Eindruck
0| 579.1 575 orange blau

1] 705.6 715 purpur griin

2| 832.3 818

3| 959.2 925
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Abbildung 3.5: Zum quantenmechanischen Tunneleffekt

3.2.4 Der Tunneleffekt

Wie verhélt sich das Elektron, wenn die unendlich hohe Potentialbarrie-
re des Gebiets © > L rechts vom “eindimensionalen Kasten” (Region II)
auf einen endlichen Wert V := U abgesenkt wird (wie in Abbildung B.5),
wihrend V' im Gebiet I (0 < x < L) nach wie vor gleich Null ist ?

Da die Region I sich zunéchst nicht vom bereits diskutierten Kastenmodell
unterscheidet, wéihlen wir als Losungsansatz die urspriingliche Linearkom-
bination aus Gleichung 2.17] :

Ui(z) := Apsin (27r : £> + By cos (27? : 2) : (3.28)
AL AL
Wie bereits diskutiert wurde, hat die Randbedingung ¥(0) := 0 zur Folge,

daf3 By verschwindet. Zuriick bleibt :

Uy(z) := A sin (27r : %) . (3.29)
I
Eine zweite Randbedingung des bekannten Typs gibt es im neu gestellten
Problem allerdings nicht. Wir wissen aber, daf3 die Wellenldnge A1 iiber die
DEBROGLIE-Beziehung
h h

= Ty VBT (3.30)

A1

mit der positiven Energie E zusammenhéngt.
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Wenden wir uns nun der zweiten Region zu mit den beiden moglichen
Fallen : £ > U und E < U. Klassisch interpretiert bedeutet der zweite
Fall, dafl das Elektron nicht geniigend Energie besitzt, um den Kasten zu
verlassen. Weil Vi1 zwar ungleich Null, jedoch ebenfalls konstant ist, hat

auch Wy ein harmonisches Profil :
\IJH(IC) := Ajrsin (27T . i) + By cos (27T . i) . (331)
All All

Die zu B.31 durch die EULER-Beziehung aquivalente Exponential-
Darstellung haben wir auch schon kennengelernt :

Uy (z) := Crrexp <—|—2m' : )\iﬂ) + Dyjexp <—2m' . %) . (3.32)

Im Fall E < U ist (E —U) < 0 und Ajj deshalb imaginér :

B h
B V2me(E—U) "’

AT

(3.33)

also zum Beispiel das Produkt von ¢ mit einer positiven Zahl.

Welche Eigenschaften haben nun die beiden Exponentialfunktionen der
Gleichung ? Die erste hat bei unserer Wahl von Aq; ein positiv reel-
les Argument. Mit grofler werdendem x explodiert die Exponentialfunkti-
on; um den Losungsansatz quadratintegrabel zu halten, mufl Cy; also
gleich Null gesetzt werden. Die zweite Funktion hat ein negativ reellwerti-
ges Argument; sie fillt also mit steigendem z exponentiell gegen Null ab
und hat ein akzeptables Verhalten. Zuriick bleibt wieder :

Uyi(2) := Dy exp (—2m' : x) . (3.34)
All

Die beiden Teilansatze B.29 und B.32 stellen uns vor die Aufgabe, sie an

der Stelle x = L zu einem akzeptablen Losungsansatz zusammenzufiigen.

Dieser muf also am Ort x = L stetig sein und eine stetige erste Ableitung

besitzen, das heifit erstens :

L L
Apsin (27r : —) = Direxp (—27rz' : —) . (3.35)
A1 ATl

Leitet man Wy und Wy nach x ab und setzt (um Stetigkeit zu gewéhrleisten)
beide Ableitungen an der Stelle x = L gleich, erhélt man zweitens :

2 L 271 L
— A 27 — | = —— - D 27— | . 3.36
AL 108 ( : )\1> A0 P ( i >\H> ( )
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Abbildung 3.6: Graphische Losung der Gleichung fiir L=25Aund U=1 eV.

Beide Gleichungen besitzen den gleichen Exponentialterm. Deshalb kann
man auch schreiben :

L A L
Arsin (27r : )\—I> = (— Z_I/\>\III> oS (2% : )\—I> (3.37)

L\2m.E VE
tan (270 - ————— | = ——F— .
h vU - FE
Unbekannt ist nur noch die Gesamtenergie E. Sind L, m, und U gegeben,
dann erfiillen nur wenige Werte von £ < U Gleichung B.38. Das Elektron
kann also auch in diesem unvollstdndig geschlossenen Kasten nur diskrete
Energien besitzen, die man der Abbildung entnehmen kann. Darin wur-

de sowohl die linke als auch die rechte Seite von B.38 gegen E aufgetragen.
An den Schnittpunkten der Graphik ist Gleichung B.38 erfiillt.

oder

(3.38)

Mit den graphisch ermittelten erlaubten Energien liegen auch die DEBRO-
GLIE-Wellenldngen A\; und Ayp fest. Es gilt also nur noch, A; und Dy zu
bestimmen. Deren Quotient erhélt man aus Gleichung B.35. Das Normie-
rungsintegral liefert uns schliellich die zweite Bestimmungsgleichung. Den
Satz so gewonnener normierter Losungsfunktionen zeigt Abbildung B.7.

Bevor wir uns abschlieBend noch dem Fall £ > U zuwenden, wollen wir
das bereits skizzierte Resultat erlautern.
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Abbildung 3.7: Losungen des Elektrons im unvollstéandig geschlossenen Kasten. Die ge-
strichelten Linien markieren die Lage der Energieniveaux des geschlossenen Falls.

Wihrend die erlaubten Energien des geschlossenen Kastens von n? abhin-
gen, ist ihre gegenseitige Separierung jetzt geringer. Vor allem registrieren
wir aber ein erstaunliches Ergebnis : es gibt eine endliche Wahrscheinlich-
keit, das Elektron auch im Gebiet x > L anzutreffen, obwohl seine kineti-
sche Energie F — U dort negativ sein mufl. Wahrend klassische Theorien
das Eindringen in Region II ausschlieflen, kénnen Quantenpartikel auch
innerhalb klassischer “Wé&nde” beobachtet werden. Besitzt die endlich ho-
he Potentialbarriere ferner eine ebenfalls endliche Breite, so ist zu erwar-
ten, dafl die Antreffwahrscheinlichkeit des Elektons sogar jenseits dieser
Schwelle nicht vollsténdig abgeklungen sein wird : Quantenmechanisch ist
ein Tunneln durch endlich hohe Potentialbarrieren offenbar erlaubt.

Der exponentiell ansteigende Teil unseres Losungsansatzes wurde mit Hin-
weis auf die Notwendigkeit ausgeschlossen, nur quadratintegrable (normier-
bare) Losungsfunktionen zuzulassen. Diese Zusatzforderung hatte hier also
ahnlich gewirkt, wie die Randbedingung V(L) = 0 des rechts geschlossenen
Kastens. Féallt nun wie im Fall von £ > U auch noch diese quantisierende
Normierungsbedingung weg, so kann die Quadratintegrabilitdt nicht mehr
erzwungen werden : man erhélt infolgedessen kein quantisiertes Energie-
spektrum mehr, sondern nur noch ein kontinuierliches. Da die kinetische
Energie im Gebiet II geringer ist als in Region I mit V' = 0, muf} sich die-
ser Sachverhalt auch in der DEBROGLIE-Wellenldnge niederschlagen, die
ja iiber den Impuls p mit £ — U = . zusammenhéngt. Tatséchlich ist A

2me
fiir £ > U und x > L auch grofer als im Intervall 0 < z < L.
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3.3 Quantentheorie als Implikation der statistischen
Mechanik

Der hier geschilderte, von SCHRODINGER 1926 beschrittene Weg zur Ratio-
nalisierung der nach ihm benannten Fundamentalgleichung beginnt mit der
klassisch-kontinuierlichen Wellengleichung £.9. Die Wellenldnge A wird so-
dann ersetzt durch DEBROGLIEs Materiewellen-Beziehung 2.23, die bereits
einen Zusammenhang zwischen dem kontinuierlichen Wellen- und dem dis-
kreten Partikelcharakter der Elektronen herstellt. Den Losungsfunktionen
von SCHRODINGERs deterministischer Eigenwertgleichung muf3 allerdings
nachtriglich wieder eine probabilistisch-statistische Interpretation aufge-
pagt werden, die notwendigerweise von korpuskularen Grundideen her-
rithrt. SchlieBlich ist auch der Ubergang von den Zustandsfunktionen zu
ihrem Quadrat nur “ad-hoc” zu begriinden.

Man mochte also fragen, ob es nicht besser wire, die Quantentheorie auf
der Basis rein korpuskularer Vorstellungen zu formulieren 7 Vielleicht ist
es moglich, die quantentheoretischen Fundamentalsitze ihrerseits zuriick-
zufithren auf einfache korpuskulare Prinzipien. Dann sollte man allerdings
statistisch fundierte Wahrscheinlichkeitsinterpretationen besser gleich an
den Anfang stellen, anstatt sie erst “a posteriori” einzufiihren.

Dabei kann man sich leiten lassen von den Ideen LUDWIG BOLTZMANNS,
der das MAXWELLsche Geschwindigkeitsverteilungsgesetz idealer Gaspar-
tikel statistisch zu begriinden wufite. Wenn es also geldnge, SCHRODINGERS
Eigenwertgleichung und ihre Implikationen aus statistisch-mechanischen
Erwidgungen BOLTZMANNscher Pragung abzuleiten, so wire der Quanten-
theorie viel von ihrer geheimnisvollen Aura genommen, die sich vor allem
durch die Rationalisierungen der “Wellen-Partikel-Dualitét” um sie herum
ausbreitet hat (“Kopenhagener Deutung”).

Als besonders vielversprechend erscheint ein von HOYER vorgetragener Be-
griimdungsentwurf (U. HOYER : “Wellenmechanik auf statistischer Grund-
lage”. Institut fiir die Padagogik der Naturwissenschaften der Universi-
tat Kiel (1983)), der sowohl DEBROGLIEs Materiewellen-Idee als auch die
auf wellenmechanischen Vorstellungen fuflende SCHRODINGERsche Glei-
chung selbst aus BOLTZMANNS statistischer Mechanik abzuleiten gestattet.
Alle iibrigen Besonderheiten der Quantentheorie (Energie-Quantisierung,
Wahrscheinlichkeitsinterpretation, Unschérferelation, quantenmechanischer
Impulsoperator ...) erscheinen im Lichte dieser Deutung nur als Implika-
tionen eines konsequent vertretenen “Atomismus” im BOLTZMANNschen

43



Sinne.
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Kapitel 4

Postulate und Rezepte

(nach H. PrRIMAS und U. MULLER-HEROLD : Elementare Quantenchemie.
B.G. Teubner, Stuttgart (1984)).

Die Quantenmechanik ist eine schwierige, reichlich abstrakte Theorie, mit
der nicht nur Anfanger, sondern auch etablierte Fachleute ihre Schwierig-
keiten haben. Gliicklicherweise ist sie jedoch viel leichter anzuwenden als zu
verstehen. Zum Eingewohnen erscheint es deshalb ratsam, erst einmal zu
sehen, wie man etwas macht. Irgendwann spéter kann man dann versuchen,
die erlernten und angewandten Rezepte tiefer zu verstehen.

Bei der Formulierung solcher Rezepte 148t sich ein Mindestmafl an ma-
thematischer Formalisierung nicht vermeiden [M]. Selbstversténdlich ist das
Wesentliche naturwissenschaftlicher Theorien jedoch ihr begrifflicher Inhalt
und nicht der mathematische Formalismus. Ein hochentwickelter abstrak-
ter Apparat schafft aber weniger Schwierigkeiten als durch ihn vermieden
werden.

Im folgenden beschrinken wir uns meist auf die Beschreibung von Syste-
men aus Atomkernen und Elektronen, deren Eigenschaften sich mit der Zeit
nicht &ndern. Solche Systeme befinden sich in stationaren, das heif3t zeit-
unabhéngigen Zustéinden. Korrekturen durch relativistische Effekte sowie
der Einflufl eines quantisierten elektromagnetischen Feldes bleiben dabei
unberiicksichtigt.

41«Die Philosophie steht geschrieben in diesem groBartigen Buch, das ich das Universum nenne, man
kann es aber nicht verstehen, wenn man nicht zuvor gelernt hat, seine Sprache zu verstehen : es ist in der
Sprache der Mathematik geschrieben.” (Galilei (1623))
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4.1 Operatoren (Ortsdarstellung, Korrespondenzprin-
zip, atomare Einheiten)

Fiir jede beobachtbare Eigenschaft (Observable) eines quantenmechani-
schen Systems existiert ein entsprechender linearer 4 HERMITEscher [
Operator.

Wie findet man die Operatoren zu einer klassischen Grofie ?

Zuerst wird der klassische Ausdruck der untersuchten Observablen in Ab-
hangigkeit der CARTESischen Ortskoordinaten (z,y, z), Impulskomponen-
ten (pg, py, p») und der Zeit (¢) formuliert. Die Zuordnung dieser klassischen
Variablen zu quantenmechanischen Operatoren geschieht in der SCHRO-
DINGERschen Ortsdarstellung geméfl der folgenden Tabelle (Korrespon-
denzprinzip) :

Variable Operator
Ortskoordinaten T, Y, 2 T=x,y=9yY,z2=2z
A~ _hd ~ _hOd ~» _ R
Impulskomponenten | p., py, p: | Br = 755Dy = §5,:D: = 15
Zeit t t=t

mit ¢ = /—1, h = % und A = 6.626... - 1073*Js, der PLANCKschen
Konstanten.

Wie in der klassischen Punktmechanik ein konservatives System durch sei-
ne HAMILTON-Funktion H = K + V| der Summe von kinetischer Energie
K und potentieller Energie V' charakterisiert werden kann, wird ein quan-
tenmechanisches System durch den seiner klassischen HAMILTON-Funktion
korrespondierenden HAMILTON-Operator beschrieben.

42Bin Operator O ist linear, wenn fiir zwei Funktionen f(x) und g(x) gilt :

O(f +9)=Of +Og (4.1)

Olcf)=c-Of . (4.2)

c ist eine beliebige Konstante.
43Ein Operator O heiit Hermitesch, wenn fiir zwei Funktionen f(z) und g(x) gilt :

[ 09~ ( [ g*(Of)dx>* = [ 097t = [ 40" a (43)
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In der HAMILTONschen Beschreibung beniitzt man als Basisvariable die [V
Ortsvektoren r; und die N Vektoren p; des linearen Impulses der punkt-
formig vorgestellten Partikel des Systems mit den Massen m; :

1

H(ry,...,rN;P1,---,PN) = 5

N 1
Z ’pj|2+v(r17"'7r]\7)' (44)
j=1"1;

Der HAMILTON-Operator eines abgeschlossenen N-Teilchen-Systems lautet
also in der SCHRODINGERschen Ortsdarstellung [ :

. X o X RN 1
H=H(ty,...,tN;P1,....DN) = —— >, — A+ V(ry,...,ry), (4.7)
2 jamy
mit
0? 0? 82>
Aw:( Lo L0 (4.8)
/ ox  Oyi  0z7

dem LAPLACE-Operator des Teilchens am Ort r; in CARTESischen Koor-
dinaten.

Kommentar :

Das Korrespondenzprinzip spielte in der Entwicklung der Quantentheo-
rie eine grofle Rolle. Obwohl es leicht anwendbar ist, darf man sich aber
nicht irrefithren lassen : obwohl Worte wie “Teilchen”, “Ort” und “Impuls”
vorkommen, haben diese in der Quantenmechanik eine vom klassischen
Sprachgebrauch abweichende Bedeutung.

4.4 p; mit sich selbst skalar multipliziert, ergibt :

p;* =i, + 0}, + 02, (4.5)

Mit der Ubersetzungsvorschrift des Korrespondenzprinzips erhilt man :

honho nono nhono (o o o )
i Oxj i Ox; i Oy;idy; 00z 10z o3 Oy; 023 '
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Beispiel : Der HAMILTON-Operator des Wasserstoffatoms

Néherung unendlich groBer Kernmasse :

Mit der Begriindung, dafl die Ruhemasse des Elektrons m, sehr viel klei-
ner ist als die Protonen-Ruhemasse m, (= 1836.15... % m,), wird der
Schwerpunkt des Zwei-Partikel-Systems mit dem Kernort (im Koordina-
tenursprung) gleichgesetzt.

Kinetische Energie K des Elektrons mit der Geschwindigkeit v :

1 9 1
Imev]® = -—
2m, 2me,

me
K= 7\‘/\2 = Ip|*. (4.9)

Elektrostatische Attraktionsenergie V von Elektron (Ladung —ey) und Pro-
ton (Ladung +¢ep) im Abstand |r| (in Einheiten des “Systéme International

d’Unités”) :

—€ * €

V = Treolr|” (4.10)
(€o ist die Dielektrizitétskonstante des Vakuums).
HAMILTON-Funktion :
H(r,p) = K(p) + V(x) = ——|p = —D__ (4.11)
2m, Aep|r|
HAMILTON-Funktion in CARTESischen Koordinaten :
2
H(x,y, 2, Dz, Pys D2) = o (2 +p§ +p7) — 47T€0\/x2€i ——— (4.12)
HAMILTON-Operator in CARTESischen Koordinaten :
2 2 2 2 2
H= 2:&@ (;:132 + ng * 52’2) B 47?60\/96263L y? + 22 (4.13)

Fiihrt man m,, ey, h und 4mey als Basiseinheiten ein (anstelle der vier in-
ternationalen Mafleinheiten Meter, Kilogramm, Sekunde und Ampere), so
erhédlt man den dimensionslosen HAMILTON-Operator in atomaren Einhei-
ten :

. 1 1
H=—--A- .
27 VP42

(4.14)
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4.2 Zustandsfunktionen (Wahrscheinlichkeitsdichten,
Spin, Pauli-Prinzip)

a. Jeder Zustand eines Systems aus N Partikeln wird durch eine (im all-
gemeinen komplexwertige) Zustandsfunktion

\Il(rl,rg,...,rN,t) (415)

aller NV dreidimensionalen Ortsvektoren r; und der Zeit ¢ beschrieben.

b. Wir interpretieren das Produkt
|\Il(r1,r2,...,rN,t)\erldrg...drN (4.16)

als Wahrscheinlichkeit,

das Teilchen 1 in dem um r; zentrierten Volumenelement,

das Teilchen 2 in dem um rs zentrierten Volumenelement, ... und

das Teilchen N in dem um ry zentrierten Volumenelement zur Zeit ¢ an-
zutreffen (BORNsche Wahrscheinlichkeitsinterpretation).

¥ mufl deswegen eine iiberall eindeutige Funktion sein.

Der durch die Volumenelemente dividierten Wahrscheinlichkeit

|U|? = U0 = U+ (4.17)

kommt also die Bedeutung einer Wahrscheinlichkeitsdichte zu, die iiberall
reell und nicht-negativ ist : |¥|> > 0.

Da die Gesamtwahrscheinlichkeit, das Partikel zur Zeit ¢ in irgendeinem
Bereich des ganzen 3/N-dimensionalen Konfigurationsraums anzutreffen,
gleich 1 sein muf, lautet die Normierungsbedingung (zum Beispiel im CAR-
TESischen Koordinatensystem) :

LT T P dmdy . dey = 1, (4.18)

r1=—00 1=—00 N=0OO

wobel dx;dy;dz; = dr; ist.
Eine notwendige Voraussetzung fiir die Existenz dieses Integrals besteht
darin, daB fiir alle 3/V Ortskoordinaten g¢; gelten mu8 :

Jim (g 1) = 0. (4.19)

Eine solche quadratintegrable Funktion W 148t sich durch Multiplikation
mit einer reellen Konstanten immer auf 1 normieren.
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Ein quantenmechanisches Elementarsystem (Atomkern, Proton, Neutron,
Elektron) ist vollstdndig charakterisiert durch seine Masse, seine elektro-
magnetischen Momente (elektrische Ladung, magnetisches Dipolmoment,
elektrisches Quadrupolmoment . ..) und seinen Spin [,

Zwei Elementarsysteme gleicher Masse, gleichen Spins und gleicher elektro-
magnetischer Momente kénnen in keiner Weise unterschieden werden. Das
bedeutet, daf§ Elektronen, Protonen, aber auch ?H-, ?C- und '3C-Kerne
als strikte identisch zu betrachten sind. IThre Ortskoordinaten koénnen al-
so miteinander vertauscht werden, ohne daf sich irgendeine physikalische
Eigenschaft des Systems, dem sie angehoren, dndert.

Es zeigt sich, dafl es genau zwei Klassen von Elementarsystemen gibt :

e solche mit halbzahligem Spin (Fermionen)
wie z.B. Elektronen, Protonen und *C-Kerne,

e solche mit ganzzahligem Spin (Bosonen)
wie z.B. 2H- und ?C-Kerne.

Zur Charakterisierung dieser beiden Klassen fiihrt man eine zusétzliche Ko-
ordinate, die Spinvariable w ein, die mit den Koordinaten des Ortsvektors
r in einem neuen, vierdimensionalen Vektor x zusammengefafit wird :

x = {r,w}. (4.20)

45Der Spin eines quantenmechanischen Systems ist eine Form des Drehimpulses, die es in der klassischen
Mechanik von Massenpunkten nicht gibt und welche daher auch nicht iiber ein Korrespondenzprinzip in
die Quantenmechanik eingefiihrt werden kann. Vielmehr wird er als Ergénzung zum quantenmechani-
schen Analogon des klassischen Drehimpulses - dem Bahndrehimpuls 1= q X p - eingefiihrt. Fiir die
Summe j = 1+ & beider Drehimpulse gilt dann wieder ein Drehimpulserhaltungssatz.
Die Cartesischen Komponenten dieses neuen Spindrehimpulses § kénnen als quadratische Matrizen dar-
gestellt werden, die gewissen Vertauschungsrelationen geniigen. Den grofiten Eigenwert einer dieser Ma-
trizen (dividiert durch %) nennt man den Spin des betreffenden Systems, die Anzahl dieser Eigenwerte
repréasentiert seine verschiedenen Orientierungsmoglichkeiten.
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Das nun formulierbare PAULIsche Ausschlufprinzip stellt eine weitere An-
forderung an die ¥-Funktion :

c. Nur solche Zustandsfunktionen eines Systems mit gleichartigen Teilchen
sind zuléissig, die symmetrisch (antisymmetrisch) beziiglich einer simulta-
nen Vertauschung der Ortskoordinaten zweier ununterscheidbarer Bosonen
(Fermionen) sind. Fiir zwei identische Partikel j und k schreibt man das
PAULI-Prinzip zum Beispiel wie folgt :

Bosonen
U(xXy,. .., X,y Xy oo, XN) = +  U(xy,...,Xp, ..., X, .., Xy)(4.21)
ermionen
Auf diese Weise wird es moglich, einer nunmehr 4/N-dimensionalen N-
Partikel-Zustandsfunktion von Beginn an die allein zulédssige Symmetrie-
Antisymmetrie-Eigenschaft aufzuprigen. Die Spinvariable w dient dabei

der Teilchenindizierung.
Kommentar :

1. Die ganze Information iiber die Eigenschaften eines Systems sind in ihren
zulédssigen Zustandsfunktionen W; enthalten. Sie zu ermitteln, ist deshalb
von hochstem Rang.

2. Man kann dabei zunéchst die PAULIschen Symmetrie- und Antisym-
metrieforderungen solange ignorieren, bis man das Ensemble von PAULI-
symmetrischen und PAULI-antisymmetrischen Zustandsfunktionen ermit-
telt hat. Mit diesem Satz sind anschlieflend solche W-Funktionen zu kon-
struieren, die der PAULIschen Permutationsregel fiir identische Bosonen
und identische Fermionen des Systems entsprechen. Auf diese Weise er-
hélt man zum Beispiel erlaubte Zustandsfunktionen fiir Kerngeriiste von
Molekiilen, die im allgemeinen sowohl unterscheidbare als auch identische
Atomkerne enthalten.

3. Elektronische Zustdnde sind nur von den Koordinaten der ununter-
scheidbaren Elektronen abhéngig. Diese sind identische Fermionen mit nur
zwei moglichen Spin-Orientierungen, charakterisierbar durch zwei ortho-
normale Spinfunktionen o(w) und B(w) :

[ (@)aw)dw = [ " (w)B(w)dw = 1, (4.22)

[ (@)Bw)dw = [ B (w)o(w)dw = 0. (4.23)
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Beispiel : Zwei-Elektronen-Systeme

Setzt sich ein stationédrer Zwei-Elektronen-Zustand W(xy,x3) multiplika-
tiv aus einem ortsabhéngigen Anteil ®(ry,rs) und einem reinen Spinanteil
zusammen, so konnen vier verschiedene Produkte formuliert werden :

\D(Xl,Xz) = (I)(I'l, I'Q) X (424)

Wihrend die Produkte a(w;)a(ws) und B(w;)B(ws) symmetrisch sind bezo-
gen auf die Vertauschung beider Elektronen, sind die Produkte a(w)5(w2)
und f(wy)a(wq) weder symmetrisch noch antisymmetrisch, sondern unsym-
metrisch. Erst ihre beiden (durch den Faktor % normierten) Kombinatio-
nen

a(wr)o(ws)
L {a(w)Bw2) + Blwi)a(ws)}
X1,X2) = P(r1, 1o \1/
Ha2e) =0 X a0 Ben) — Bleal)) (a)

Blwr)B(wa) s)

konnen als symmetrisch (s) oder antisymmetrisch (a) charakterisiert wer-
den.

s)
) (495)

N TN N TN

Damit die Antisymmetrie der Gesamtfunktion W(xy, X2) erfiillt ist, miissen
die symmetrischen Spinanteile (s) mit antisymmetrischen Ortsfunktionen
®(ry, ro) verkniipft werden. Umgekehrt gehort zur antisymmetrischen Spin-
kombination (a) ein symmetrischer Ortsanteil.
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4.3 Schriédinger-Gleichung (Zeitabhingige und zeit-
unabhingige Form. Hermitesche Eigenwertpro-
bleme und ihre L6sungen, Variablenseparation)

Die Zeitevolution der Zustandsfunktion ®;(¢) eines Quantensystems mit
einem zeitabhdngigen HAMILTON-Operator H(t) wird durch die zeitab-
hingige SCHRODINGER-Gleichung

. 0D, (t

H(t)®;(t) = zhﬁ (4.26)

ot

beschrieben. Zur Losung dieser Differentialgleichung mufl die Zustands-
funktion ®,(¢) zu einem Anfangszeitpunkt (¢ = 0) vorgegeben werden.

Der HAMILTON-Operator wird immer dann zeitabhéingig, wenn das Sy-
stem von auflen in deterministischer Weise gestort wird. Die zeitliche Ent-
wicklung eines abgeschlossenen Quantensystems mit dem zeitunabhangi-
gen HAMILTON-Operator H ist gegeben durch

ith;

®;(t) = 0 -exp (=7 ) (127

wobei W, eine Losung der zeitunabhédngigen SCHRODINGER-Gleichung
HY; =V, E, (4.28)

ist ['Y9. Diese hat die Form einer Eigenwertgleichung mit dem Eigenwert
E;, der j-ten erlaubten Zustandsenergie des abgeschlossenen, stationéren
Systems. Entsprechend représentiert die Eigenfunktion ¥; den zugehorigen
stationdren Zustand.

Kommentar :

Dieses Postulat ermoglicht es, die erlaubten Energien atomarer und mole-
kularer Systeme rechnerisch zu bestimmen, und diese mit experimentellen
Ergebnissen zu vergleichen. Das Problem, die Energien stationérer Zustén-
de zu berechnen ist damit reduziert auf die Suche nach denjenigen ¥; und
E;, die die zeitunabhingige SCHRODINGER-Gleichung erfiillen.

46 Durch Einsetzen in die zeitabhingige Differentialgleichung erhilt man :

- it F; itE; —iF; it
HV exp (—Zthj> = ihW; exp (—Zth]> : Yh £ =Ujexp (—Zth]> - Ej (4.29)
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Die HERMITEsche Eigenschaft des HAMILTON-Operators hat zur Folge,
daf alle seine Energie-Eigenwerte reellwertig sind : E; = E7.

Ferner sind zwei Zustands-Eigenfunktionen W; und Wy, die zu verschiede-
nen Energie-Eigenwerten £; und Ej gehoren, orthogonal zueinander :

JwwdNe = [ W0 =0, (4.30)

(Notation : dry ...dry = dVr) M.

Orthogonalitdt und Normierungsbedingung fafit man oft zusammen im
KRONECKER-Symbol 0. ¥; und W}, heilen orthonormiert, wenn :

1 falls j =k,

* N.. __ sy ANy — 5. —
[ wdr = [ Wiw;dy 5J’f—{o falls j # k.

(4.34)

47 Aus HV; = U, - Bj und H*¥} = ¥% - B} erhilt man durch Linksmultiplikation mit W} bzw. ¥; und
anschliefender Integration :

/xlf;;(I?{\I/j)der /xy;;(xyj - Ej)dVr = Ej/q/zwder, (4.31)
/\Ifj(H*\lf;;)dNr: /\Ifj(\l/;;-E;)dNr: E;;/\Ifj\p;';dNr. (4.32)

Die Differenz
/\p;(ﬁmj)dNr—/wj(ﬁ*\y;)dNr = (E; —E;)/\p;q/der (4.33)

=0
mufl wegen der Hermitizitdt des Operators gleich Null sein.

Zu unterscheiden sind zwei Falle :

e k = j: Das Integral der rechten Seite verschwindet nicht. Also mufl E; = E7 sein. Diese Bedingung
ist nur fiir reellwertige Konstanten erfiillt.

o k # j:Das Integral der rechten Seite verschwindet, denn voraussetzungsgemés ist E; # (Ey = EJ).
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Beispiel : Translatorische SCHRODINGER-Gleichung

Die partielle Differentialgleichung

1
— mA(r)\IJ(r) =U(r) - F (4.35)
beschreibt die Translation eines Teilchens der Masse M (in der atomaren
Masseeinheit m,) in einem potentialfreien Gebiet (V = 0).

Eine Losung dieser besonders einfachen SCHRODINGER-Gleichung gelingt
durch die Technik der Variablenseparation mit den folgenden drei Teil-
schritten :

e Man setze U(r) als Produkt von Funktionen an, die ihrerseits nur von
je einer Variablen abhéngen (Separationsansatz).

e Man setze diese Produktfunktion in die partielle Differentialgleichung
ein und versuche, sie in eine Summe von Termen umzuwandeln, von
denen jeder nur von einer Variablen abhéngt. Die Summe dieser Terme
mufl konstant sein.

e Weil die Argumente der verschiedenen Funktionen unabhéngig vonein-
ander variiert werden konnen, mufl auch jeder Term fiir sich konstant
sein. Fiir jede Variable 148t sich deshalb eine separate, gewohnliche
Differentialgleichung formulieren. Gelingt dies, so hat sich der Sepa-
rationsansatz als gerechtfertigt erwiesen.

In CARTESischen Koordinaten lautet die translatorische SCHRODINGER-
Gleichung :

1 O? O? 52
oM (@xz T 0y + 822) U(z,y,2)=V(2,y,2) E. (4.36)

Der einfache (von Null verschiedene) Separationsansatz
W(w,y,2) = X(@)Y (1) Z() £0 (437)

verkniipft drei neue, eindimensionale Funktionen X(z), Y(y) und Z(2)
multiplikativ miteinander. Durch Einsetzen in die partielle Differentialglei-

chung erhélt man :
%Y (y) 0*Z(2)

9*X ()
ge V2N SR 2 XY S = oM XY 7B, (438)
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oder (nach Division durch XY Z # 0) :

i82X(x) 182Y(y) l@QZ(z)
X 02 Y 0y? Z 02

= —2M - E. (4.39)

Die Summe der drei linksseitigen Terme ist also konstant. Ferner bleiben
bei Variation von x auch die beiden y- und z-abhéngigen Summanden
konstant. Nennt man die Summe aller konstanten Terme —k2, so kann
man schreiben :

%% = —k* oder % + k2 X =0. (4.40)
Entsprechendes gilt fiir die beiden restlichen Koordinaten :

%% = —k; oder CC% + kY =0, (4.41)
und

182 o e CZ 2 o (4.42)

Z dz? © dz? :

Die drei Separationskonstanten —k2, —kS und —k? ergeben zusammen
—2M - E, also gilt :

ki+k+k2=2M-E. (4.43)
Die (uneigentliche) Losung (mit einer Konstanten A\)
X(z) =N -exp(ik,x) (4.44)

der ersten gewohnlichen Differentialgleichung ist nicht normierbar, solange
man das Integrationsgebiet nicht einschrankt :

o X*(2)X (z)dx = N*? /_izo exp(—ik,x) exp(ik,x) dx = oco. (4.45)

=1

—0o0

Kann sich das Teilchen frei im Raum bewegen, so wird die Wahrscheinlich-
keit, es in einem endlichen Volumenelement anzutreffen, gleich Null. Man
beschrankt seine Bewegung deshalb auf ein endliches Teilgebiet und erhélt
dadurch eigentliche, das heifit normierbare Lésungen. Fiir ein eindimensio-
nales potentialfreies Gebiet der Lange L, kann man folgende normierbare
Losungen angeben :

X(x) =N -sin(k,x), falls 0<z<L,. (4.46)
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Auf dem Rand des “eindimensionalen Kastens” nehmen sie den Wert Null
an :

X(0) = X(L.) = 0. (4.47)

Diese Randbedingungen sind nur erfiillt, wenn eine natiirliche Zahl von
Sinushalbwellen der Lénge 7 gleich der Gesamtlange L, ist :
Ny

k, =
Ly,

mit n,=1,2,.... (4.48)

Analoge Resultate erhélt man aus den Differentialgleichungen fiir Y (y) und
Z(z). Die erlaubten Translationsenergien werden also durch drei Quanten-
zahlen (ny,n,,n,) charakterisiert :

72 (n2 n?2 p?
o LTI 4.49
oemn = 7 (75 25+ ) (449

Im Falle geringer Partikelmasse M und kleiner “Kastenléngen” L,, L,
und L, ist das Spektrum der erlaubten Energien diskret oder quantisiert
(“Quantentheorie”). Mit zunehmender Teilchenmasse und wachsendem In-
tegrationsgebiet verschwindet diese Diskretisierung allerdings : ein quasi-
kontinuierliches Energiespektrum entsteht [, Die zugehérigen Losungen
der translatorischen SCHRODINGER-Gleichung lauten :

\I/(nz,ny,nz) = X, (x)Yny (y)an (Z)

= N -sin <nz7r :1:> sin (%y) sin (%W z)
T Y z

(4.50)

Aus der Normierungsbedingung [ V*WUdxdydz := 1 erhélt man schliefSlich
fiir den Normierungsfaktor N [ :

N = NN, = (Li) (L%) % (%) _ ( - zi, L) g (4.52)

48 In einem Metallquader makroskopischer Ausdehnung, dessen Valenzelektronen niherungsweise als
voneinander unabhéngig und frei beweglich angesehen werden koénnen, liegen die erlaubten Energien sehr
dicht beieinander.

49 Fiir die normierte Teillssung X, (z) muB gelten :

Ls La NgT 2 3
1:= / X2 (v)dw = J\/'f/ sin® ( ==z ) = N, =(—) . (4.51)
0 * 0 Lq Ly

=L./2
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4.4 Erwartungswerte (Streuung, Unbestimmtheitsre-
lation, Variationstheorem)

Wird irgendeine Observable O durch den Operator O repréasentiert, so
ist der durch ihre Messung an einer grolen Anzahl n gleichartiger Syste-
me im Mittel erhaltene Wert fiir einen durch die normierte Funktion W
beschriebenen Zustand gleich dem Erwartungswert O von O

1 n
0= [w(OW)d"r = lim ~ 0. (4.53)
O; bezeichnet das numerische Resultat der j-ten Messung von O.
Kommentar :

oo.w bezeichne die Streuung (Standardabweichung) der MeBwerte einer
Observablen O an einem System im Zustand W. IThr Quadrat 0%,\1,, die
Dispersion (Varianz), ist gegeben durch

0py = lim — Z{O 0}, (4.54)

n—oo n

also geméafl dem Erwartungswertpostulat auch durch

by = [ ({0 -0y w)d"r. (4.55)
1. Die Dispersion 0?),\1, einer Observablen O beziiglich eines Zustands ¥
verschwindet genau dann, wenn W eine Eigenfunktion von O ist

J%\I,:O<:>OA\P:\I/-O oder (O —0)¥ =0 (4.56)

wobei der Eigenwert o gleich dem Erwartungswert von O beziiglich W ist :

o= J[T*(OV)d"r = O.

2. Fiir zwei beliebige Observable A und B gilt ferner (ohne Herleitung) :
oawony > §| [ U {AB - BA}w)d"r|. (4.57)

Fiir die Operatoren der Ortskoordinaten ¢ und Impulskomponenten p, fiir
die die Vertauschungsrelation §p — pq = ih gilt, folgt damit die berithmte
HEISENBERGsche Unbestimmtheitsrelation

0Av0B ¥ 2 %h (458)

Dieses Resultat zeigt, dafl eine quantenmechanische Zustandsfunktion W
nie Eigenfunktion aller Operatoren sein kann. Es konnen also niemals alle
potentiellen Eigenschaften des Systems aktualisiert sein.
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Beispiel : Variationstheorem

Fiir eine beliebige normierte Testfunktion ® ist der Erwartungswert E
der Energie immer grofler als der niedrigste exakte (zur Eigenfunktion Wy
gehorende) Eigenwert Fj :

(B = [ (H®)d"r) > B, (4.59)

Zum Beweis entwickelt man ¢ als Linearkombination der (im allgemeinen
unendlich vielen) normierten Eigenfunktionen von H :

' =3 U und D=} ¥y, (4.60)
j=1 k=1
wobei
HU: =V Ef und HYy =y - By, (4.61)

Wegen der Normiertheit von ® und der Orthonormalitat der Eigenfunktio-
nen von H gilt :

1= /<I>*<I>dNr =>.¢ > ¢k / \IJ;TKI!der = ng C;Cj- (4.62)

j:l k=1 | —

Einsetzen der linearen Entwicklung ergibt :
E=[o(H®)dr = [(X U)(H Y eply)d
j=1 k=1

UH(H)dN

I
[]8
[]¢
=

T

=

’l
— —

I
g
[]¢
=

(U, - By )d"r = Z:l ciciBj.
j:

<

Il
—
ik
—

=FEy-6,0,
(4.63)

E1, der niedrigste Eigenwert von H, erfiillt die folgende Ungleichung :

Z:lC;ijEj 2 (Z_:l C;CjEl = E1 2_:1 C;Cj = El) (464)
J= J= J=

=1

Daraus folgt : (E = f &*(H®)d r) > E}.
Das Gleichheitszeichen ist erfiillt, wenn die Testfunktion ® gleich der ener-
gieniedrigsten Eigenfunktion W; von H ist.
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Kapitel 5

Das Wasserstoffatom

In der Nédherung unendlich grofier Kernmasse, das heifft unter der Annah-
me, daf

e der Kern in Ruhe ist, und dafl

e der Schwerpunkt des Zwei-Partikel-Systems bestehend aus Kern und
Elektron mit dem Kernort gleichgesetzt werden kann,

wird die Gesamtenergie des H-Atoms und der wasserstoffahnlichen Ionen
(He®, Li*®, Be*®, ...) durch den HAMILTON-Operator fiir das Elektron
(Masse m, und Ladung —ej) in einem radialsymmetrischen COULOMB-
Feld einer Punktladung Ze; (Kernladungszahl Z) im Koordinatenursprung
beschrieben. In atomaren Einheiten und CARTESischen Koordinaten lautet
er dhnlich wie in Gleichung f.14 :

. 1 7
Hipye) = =58y — . 5.1
( Y ) 2 ( Y ) \/3:2 _|_y2 + 2:2 ( )
Die Variablen z, y, und z der zugehorigen SCHRODINGER-Gleichung
Hipy ) (2,y,2) = W(z,y,2) - E (5.2)

lassen sich (wegen (22 + y? 4 22)71/?) allerdings nicht voneinander separie-
ren.

Hingegen fiihrt die beschriebene Separationstechnik bei der entsprechenden
SCHRODINGER-Gleichung

1 Z
(80— 2w 0.0) = 0(r,0.0)- B (53)
des Kugelkoordinatensystems mit den Variablen
0<r<oo , 0<d¥<7m und 0<p <27 (5.4)

zum Ziel.
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Abbildung 5.1: Sphéarische Polarkoordinaten. ¢ heifit Azimuthalwinkel, § Polarwinkel.

Wihrend der CARTESISCHE LAPLACE-Operator A, , .y die einfache, aus
Gleichung .8 bekannte Form hat, sieht der LAPLACE-Operator in sphéri-
schen Koordinaten sehr viel komplizierter aus :

1 ({0 (,0 1 0 (. .0 1 0?
A(r,ﬁ,gp) = ﬁ {5 (T E) + Sinﬁ% <Sln 19@) + 7Sin2198—g02} . (55)

5.1 Der Laplace-Beltrami-Operator

Fiir die Umrechnung des LAPLACE-Operators von einem n-dimensiona-

len Koordinatensystem u = (up,us,...,u,) in ein neues beliebiges n-
dimensionales Koordinatensystem v = (vy, v9, ..., v,) mit
Uy = up (v, Vg, ..., Uy) Uz = Ug(V1, Ve, .. U,) . (5.6)

eignet sich besonders seine verallgemeinerte Darstellung, der LAPLACE-
BELTRAMI-Operator :
1 0 0
A— — (G, —> 5.7
IS g (6 v, (57)
(D.B. Cook : Handbook of Computational Quantum Chemistry, Oxford
University Press (1998), 2) .

Mit ¢ wird die Determinante der metrischen Matrix G = J'J bezeichnet,
gebildet aus der JAcOBI-Matrix J und ihrer Transponierten. G ist die
Inverse der Matrix G.

Oup  Ouw . Ow

vy Ovg Ovy,

Ouy OJuy v Oug
g=1G|=1317], J=| 9 v o | (5.8)

Oup,  Oun ., Ouy

oy Ovg Ovy,
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Beispiel : Kugelkoordinaten
Mit der eindeutigen Abbildungsvorschrift

r=rsindcosyp , y=rsindsing , 2z =rcosv (5.9)

zwischen CARTESischen Koordinaten u := (x,y,z) und Kugelkoordina-
ten v := (1,9, ¢) kann der LAPLACE-Operator fiir Kugelkoordinaten auf

einfache Weise bestimmt werden :
ox ox ox

o 99 0y sinvcosy rcostvcosy —rsinvsing
_ | 9oy 9y Oy | _ : . . .
J=13 5 0 | = sind¥siny 1 cos 19.smg0 +rsindcosp |, (5.10)
9z 0z 0z cos ¥ —7rsin v 0

ar 9 Dy

1 0 0
G_JTJ_(O r? 0 ) mit ¢ = |G|=r*sin’¥. (5.11)
0 0 7r2sin®v¥

Wegen der Diagonalform von G kann auch G~! sehr einfach berechnet

werden
1 0 0
G'=|0 % 0 |, (5.12)

0 0 -t

r2sin? ¥
und der LAPLACE-Operator in Kugelkoordinaten besteht nur aus drei Ter-
men :

o= a) & )

+ % ((G1)33\/§%>}

_ 1 {2<2inﬁg>+g<inﬂ2>+g<—l i)}
= rZsino Lor \ O ar a0 \"" oy Jp \sin v 0y

1 0, O o . 0 1 02
= S {27’8111195 +r Smﬁw + COSQ9% + 8111198192 + S0 92
H? 2 0 1 [ 02 0 1 0?2
=+ iy T 1
o2 rar i {&92 T eotUEs 2 19(9@2} (5.13)
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5.2 Separation der Kugelkoordinaten

Separationsansatz : W sei ein Produkt von Funktionen, von denen jede nur
von einer Variablen abhéngt :

U (r, 4, p) = R(r)O(9)P(p). (5.14)

Ausgehend vom LAPLACE-Operator der Form p.5 ergibt das Einsetzen der
Produktfunktion in die SCHRODINGER-Gleichung ;

—I{GCI)d( dR) RO L d <81n19d@>

dr sin ¥ dv dv

1 &) Z
= 2l _2Red — RO - E. 1
-+R®$ﬁﬁd¢J " RO® = RO (5.15)

Jeder Differentialoperator wirkt auf eine Funktion nur einer Koordinate !

Versuchen wir zunéchst, die ®-Funktion zu separieren; dies geschieht durch
Multiplikation der Gleichung mit —2r?sin®1/RO®.
Nach dem Umordnen einiger Terme erhélt man :

sin?9 d ( o AR

A
7 dr dr>+2r sin 19<E+?>+

= 0. (5.16)

sind d ( d@) 1 d?d

o a ") T oap

Die ersten beiden Terme sind zwar noch gemischt r- und J-abhéngig, aber
es gibt jetzt nur noch einen Term, der p-abhéngig ist. Solange nur ¢ variiert
wird, bleiben die ersten drei Terme zusammen unverédndert, das heif3t :

1 d?®
Konstante + 6% = 0, (517)
oder
d>P

mit «, der neu eingefithrten Separationskonstanten.
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Bis jetzt haben wir angenommen, dafl nur ¢ sich dndert, wahrend r und
9 konstant gehalten werden. Allerdings ist auch klar, dafl der p-Term bei
Variation von r und 1 unbeeinflufit bleibt. Der ¢-Term ist also stets kon-
stant, nicht nur unter der Bedingung konstant gehaltener Koordinaten r
und o !

Mit ergibt sich aus unter Division durch sin? ¥ :

1 d [ ,dR\ _, Z

! d( dG) A} (5.19)

Zsing2 ) - o —
T osmody "MV ) T st

Mit der Division durch sin?¢ haben wir die ¥- und r-abhéingigen Terme
voneinander separiert. Die ersten zwei hdngen ausschliefllich von r ab, die
letzen beiden ausschlieBlich von ¢. Die beiden r-abhédngigen Terme zu-
sammen miissen deshalb gleich einer Konstanten () sein; die Summe der
Y¥-abhéngigen Terme ergibt folglich —7 :

d [ 5dR 5 A B
o (r $> + 2r (E + ?> R = BR, (5.20)
1 d d® a©
B (P S . 21
sin ¥ d (Smﬁdﬁl) sin? ¥ o (5.21)

Mit dem Separationsansatz p.14 ist es also gelungen, die partielle Differen-
tialgleichung in drei gewohnliche Differentialgleichungen p.18, .20 und
6.2 aufzutrennen, von denen jede nun einzeln gelost werden muf.
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5.3 Losung der azimuthalen Differentialgleichung

Die folgende normierte Funktion

¢ = L exp(imy) (5.22)

V2

stellt eine Losung der Differentialgleichung b.18 dar, wie leicht durch Ein-
setzen der Funktion ® und ihrer zweiten Ableitung nach ¢

i ! (im) - i*m? P (5.23)
—_— = expiim T = —MmM .
de? /2w PP

gezeigt werden kann :

a = —m? (5.24)

® () hat allerdings quadratintegrabel und eindeutig zu sein. Fiir beliebige
Winkel 27 - m muf3 deshalb gelten :

O (2mm + @) = (). (5.25)

Diese Bedingung periodischer Geschlossenheit ist nur dann erfiillt, wenn m
ganzzahlig ist :

m=0,+£1,£2,.... (5.26)
m charakterisiert als Quantenzahl die unendlich vielen quadratintegrablen
und eindeutigen Losungen der Differentialgleichung p.18.
Ersetzt man die Losungspaare
1 1
D) = ——exp(im und P_,,) = —exp(—im 5.27
(m) NG p(imp) (=m) NG p( ©) ( )

durch die folgenden renormierten Linearkombinationen :

1
Ynt) = 5 B0 + Pemy ) und - Ry = 5 { D) = P (5.28)

so erhélt man rein reellwertige Funktionen, die ebenfalls die Differential-
gleichung p.T§ erfiillen.
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5.4 Losung der polaren Differentialgleichung

Durch die Variablensubstitution u := cos®) bringt man p.21] mit

O) := f(u) = f(cos?) (5.29)
zunéichst auf eine etwas einfachere Form P
d’f df m?
2 _
(1—u)du2—2udu+{ﬁ—1_u2}f(u)—0. (5.32)

Die Separationskonstante a wurde dabei nach wieder durch —m?
(mit m = 0,£1,42,...) ersetzt. Diese LEGENDREsche Differentialglei-
chung kann fiir den Spezialfall m = 0 mit Hilfe eines Polynomansatzes
fir f(u) gelost werden; im allgemeinen Fall (m # 0) mufl zunéchst der
Term —ﬁ—; f(u) eliminiert werden; dies gelingt durch den folgenden Pro-
duktansatz :

Flu) = (1 — ) g(u). 5.3)
Setzt man die Ableitungen
Tl — ) g (5.3
und
EI o229 gt — 219
du? du? du

[m]
2

+ {Iml(jm| = 2)u*(1 — w52 = |m|(1 = u®) F '} g(u)  (5.35)

in die LEGENDREsche Differentialgleichung ein, so erhéalt man :

51 Setzt man die Differentialquotienten

d® dO du . dO df
_— — . — —= — § _— = — — 22
79 = du 9 blnﬁdu. V1i—u 70 (5.30)
und
220 20 du 0 2f df
= I L P Y-S B L AL & 31
gz~ TSV gy T sV = U m g g (5-31)

in p-21) ein, so erhélt man p.32.
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2 @+1d29 2, Il
(1 —u) W—2u(|m|+1)(1—u) —+

Im| |

+{B = Imh( =) F =m0 —u?)F | g(u) = 0. (5.36)

Division von p.36 durch (1 — UQ)@ ergibt :

2 dg dg
(1 —w") == — 2u(lm| + 1)== 4 [8 — |m[(|m| + 1)]g(u) = 0. (5.37)

du du
Abgesehen von einigen Konstanten unterscheidet sich p.37 von p.32 nur
durch das Fehlen des letzten Terms. Eine (partikulare) Losung der neuen
Differentialgleichung .37 findet man mit Hilfe des folgenden Polynoman-

satzes fiir die bisher nicht spezifizierte Funktion g(u) :

ma:r:

( ) Z Ck’u mit kmax > 0. (538)

Die Wahl eines solchen Polynomansatzes resultiert aus der Forderung, dafl
die vollstdandige Potenzreihenentwicklung nach endlich vielen Gliedern ab-
brechen muf, damit g(u) als Faktor in einer Zustandsfunktion fiir das Was-
serstoffatom normierbar, das heifit quadratintegrabel ist. k,,,, entspricht
dann dem Grad des Losungspolynoms. Setzt man p.38 und die Ableitungen

mam

du = Y kepufT (5.39)
k=1
und
d2 kmaw o
duz = 3 k(k - 1)eput=?2 (5.40)

in die Gleichung .37 ein, so ergibt sich :

m(l(l)

kjmafl?
(1 —u?) Z k(k — Ve = 2u(jm| + 1) . ke
k=0

Emax
+[B — |m|(|m| + 1)] kZ—o cpu’ = 0. (5.41)
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Oder, nach Potenzen von u geordnet :

kmaw

k;){(k +2)(k + 1)cgya — k(k — 1)c, — 2(|m| + 1)kep+

+[8 — Im|(jm| + D)]ex yu* = 0. (5.42)

Da die linke Seite fiir alle Werte von u Null ergeben muf}, ist jeder einzelne
Koeffizient von den einzelnen Potenzen von u gleich Null zu setzen, und
man erhalt :

(k+2)(k 4+ 1)cgro — k(k — D — 2(m| + 1)kep+

+ (6 — |m|(Jm| 4+ 1)]ex, = 0. (5.43)
Daraus ergibt sich die folgende Rekursionsformel :

_ (m[+K)(m[+k+1) -5
b (k+ 1)(k + 2)

Der Abbruch der Entwicklung .38 nach k., > 0 Gliedern ist immer dann
gewahrleistet, wenn

(5.44)

Chpant2 =0 und  cg, 00 # 0. (5.45)

Der Zéahler aus b.44 muf also fiir k,,,, verschwinden; fiir die Separations-
konstante (3 folgt daraus :

8 = (|m] + kmae) (172] + Kmaw +1)  mit  Kynaw > 0. (5.46)
=l =l

Fiihrt man fiir die Summe von |m| und k., die ganze Zahl [ ein, so ergibt
sich fiir den Grad k,,,, des Polynoms : kmae = 1 — |m] > 0, das heifit
[ > |m| oder

[>0 und —[1<m <+l (5.47)

Unnormierte Losungen der Differentialgleichung b.37 erhalt man, wenn
man fiir den ersten geraden Koeffizienten ¢y und den ersten ungeraden
Koeffizienten ¢; des Polynomansatzes beliebige Werte (zum Beispiel 1) vor-
gibt. Zu beliebig vorgegebenen ¢y und c¢; gibt es fiir ein fest vorgegebenes
B =1(+1) mit ] > |m| genau ein Polynom

I—|m|

_ k : c1,c3,¢5...=0 fallsl=0,2,4,...
gim{1) = ,g)cku mit {00,02,04...:0 falls [ =1,3,5,... "~ (5-48)
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dessen iibrige Koeffizienten der Rekursionsformel p.44 geniigen.

m| | 1| B |cy|ei| ca | e3 | Gim(u) Jim(u)
0 0|0 |1 1 1

O (11201 U U
01261 3 1—3u |[1—3u

0 |3/12{0]1 |0 |—%|u—3u|u—2u
1121 1 (1 —u?)2

1 (2/6]0]1 u (1—u?)2u
1 [3]12]1 ~1 1—5u? | (1 —u?)2(1 — 5ud)
2 1216 |1 1 1 — u?

2 13/12]0 |1 u (1 —u?)u
3 13/12]1 1 (1 —u?)2

Die Funktionen f,,(u) aus Gleichung sind eng verwandt mit den soge-
nannten — den Polynomen ¢, (u)) — zugeordneten LEGENDRE-Funktionen

Pl|m‘ mit der Orthogonalitéitseigenschaft

1 jm| im| 2 (I+|m])!
P P/ = . /. 4
Um diesen Zusammenhang der Form
m m m m
P () = N™ - f(w) = N™ - (1= u?) % g (w) (5.50)

herzustellen, bedarf es einer entsprechenden Normierung mit dem aus .49
zu ermittelnden Faktor Nl‘m‘.

Macht man die Variablensubstitution u := cos1 wieder riickgédngig, so
erhiilt man mit schlieBlich als Losungen ©y,,(0) der Differentialglei-

chung p.27 :

O (V) = {(25; D 8 1 m;: }5 P (cos ) (5.51)

mit den ganzzahligen Quantenzahlen m und [ > |m].
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5.5 Losung der radialen Differentialgleichung

Zur Vereinfachung der gewdhnlichen Differentialgleichung b.10 mit der Se-
parationskonstanten = (I + 1) und [ > |m| fithrt man zunéchst eine
Produktfunktion p(r) ein :

p(r) =r-R(r). (5.52)

Einsetzen von

R(r) = % - p(r) (5.53)

und den Differentialquotienten

R_L( 1)

dr  r\dr r

dr? r

drz2  rdr r? (5.54)

R 1 (dp 2dp 2
(r)

ergibt (nach Division durch r) eine neue Differentialgleichung fiir p(r) :

d’p  I(I+1) 27

3 g P+ pl(r) = =28 p(r). (5.55)

Funktionen, die p.53 erfiillen und quadratintegrabel sind, miissen fiir r —
oo abklingen. Um einen geeigneten Losungsansatz zu wéhlen, untersucht
man deshalb zunéchst die Form der Differentialgleichung b.59 beim Grenz-
iibergang r — o0o. Die Faktoren r% und % in Gleichung fithren dazu, daf
der zweite und der dritte Term der linken Seite gegeniiber den restlichen
beiden Termen vernachlassigbar sind, wenn r grofl genug ist. Im Grenzfall
r — oo erhdlt man also aus b.53 :
d*p

2= —2F -p(r) (r — o0) (5.56)

Eine asymptotische Losung von p.5§ ist offenbar :

p(r) =exp(xvV—-2F-r) (r— ). (5.57)

Fiir bindende Zustéande ist die Energie E des H-Atoms negativ; die Wurzel
im Exponenten der asymptotischen Losung b.57 ist dann reell.
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Um normierbar, das heiit quadratintegrabel zu sein, muf p(r) ferner genii-
gend rasch mit wachsendem r verschwinden, das heifit : nur das negative
Vorzeichen des Exponenten in p.57 kommt in Frage. Ein sinnvoller Lo6-
sungsansatz p(r) fir die Differentialgleichung sollte die asymptotische
Losung (mit negativem Vorzeichen des Exponenten) als Faktor ent-
halten; man wahlt deshalb :

p(r) = exp(—vV—=2E - 1) - q(1), (5.58)

wobei die Funktion ¢(r) noch weiter zu spezifizieren sein wird.

Setzt man sowie die Differentialquotienten

P — exp(—v72E 1) (9 VI g, (5.59)

d*p —= d*q ——= dg

in ein, so erhdlt man eine neue (die LAGUERREsche) Differentialglei-
chung fiir ¢(r) :

d

d*q q l(I+1) 27
I Ny o e : 22 qlr) = 61
T D e+ gy =0, o)

fiir die man mit einem zu analogen Polynomansatz
q(r) =S apr® (n>0) (5.62)
k=0

eine (partikulare) Losung finden kann.

Die Forderung, dafl ¢(r) ein Polynom vom Grad n zu sein hat, resultiert
wieder aus der Eigenschaft physikalisch sinnvoller Funktionen, normierbar
(das heifit quadratintegrierbar) zu sein.

Analog p.39 und p.40 erhilt man fiir die erste und die zweite Ableitung
von ¢q(r) :

d n
d—vq“ = kz_:okakrkl, (5.63)
¢ & k-2
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Aus p.61] wird durch Einsetzen von b.62, .63 und p.64 :

S k(k — Dapr*2 — 2/ =2F - kapr*!
> {k(k—1) v
k=0

— 1+ Dagr™2 4+ 2Za* 1} = 0 (5.65)
und, nach dem Ausklammern von r*~1 :
S {(k + Dkapyr — 2V =2F - kay, — (1 + Dagyr + 2Zai}r" 1 = 0. (5.66)
k=0

Jeder einzelne Koeffizient vor den einzelnen Potenzen von r mufl Null er-
geben; der Ausdruck in den geschweiften Klammern von p.6§ ist also Null
zu setzen. Daraus erhélt man die folgende Rekursionsformel fiir die Koef-
fizienten des Polynomansatzes p.62 :

2k —2F — 27
Ak+1 =
k(k+1)— (1 +1)

Der Abbruch der Polynomentwicklung 5.62 nach n > 0 Potenzen ist immer
dann gewéhrleistet, wenn

ape1=0 und a, #0 (5.68)

Der Zahler der Rekursionsformel muf also fiir K = n > 0 verschwinden.
Daraus folgt :

= 5.69
n=-——= (5.69)
oder
ZQ
EF=———. 5.70
2n? ( )

Der Energieeigenwert des H-Atoms héngt also nur von einer neuen Quan-
tenzahl n ab, deren Zusammenhang mit der Quantenzahl [ wie folgt ermit-
telt werden kann : Setzt man p.70 in b.67] ein, so lautet die Rekursionsformel

jetzt :

27 k—n
= — : 5.71
oder “riicklaufig” geschrieben :
~on [k(k+1)=1(1+1)
ap = ﬁ { L—n cAk+1- (572)
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ay ist Null, falls £ = [, das heiit a; = 0. Der erste nicht-verschwindende
Koeffizient ist also a;,1, das heiit ap # 0, falls £ > [ + 1. n ist aber immer
>k, das heift n > [+ 1 oder n > [.

Aus b.47 und der Ungleichung n > [ erhélt man schlielich sémtliche Kom-
binationsmoglichkeiten fiir die ganzzahligen Quantenzahlen n, [, und m :

n>1 (5.73)
0<i<n-—1 (5.74)
— 1 <m < +l. (5.75)

WEeil die Energie des H-Atoms nur von der Hauptquantenzahl n abhéngt,
es fiir ein gegebenes n aber wegen p.74 und p.75

n—1

S (20+1)=n? (5.76)

1=0
erlaubte Kombinationen der Quantenzahlen [ und m gibt, ist jedes Ener-

gieniveau n?-fach entartet.

Fafit man die Anséatze .53, .58, und sowie das Ergebnis b.70 zusam-
men, so erhdlt man (mit dem Faktor N,; zu normierende) Losungsfunk-
tionen R,; der folgenden Form :

—Zr\ & Zr
Rpi(r) = Ny - exp < ) S apr™ = Ny - exp < ) Z 17 (5.77)
N/ k=141 n

die man auch als Produkt einer abfallenden Exponentialfunktion, einem
zugeordneten LAGUERRE-Polynom” L2H!(p) mit p = 2Zr/n und einem

Faktor p’ darstellen kann :

=~ {(2) Bl o (4) 220 o9

Die ersten LAGUERRE-Polynome (mit niedrigen Indizes) lauten :

Li(p) =1, Ly(p) = 2p — 4, Lz(p) = —3p* +18p — 18, L3(p) = —6.(5.79)
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0 ITonisierungsgrenze

204

Abbildung 5.2: Energieschema des Elektrons im H-Atom mit den Quantenzahlen 1, 2,
3 und 4. Zur Quantenzahl n = 4 gehoren eine s-Funktion drei p-Funktionen, fiinf d-
Funktionen und sieben f-Funktionen.

5.6 Zusammenfassung

Die SCHRODINGER-Gleichung

1 Z
{58000 = 5} U0 0) = U 0,0) - B (5.50)

fiir die Energie F (in atomaren Einheiten) eines Elektrons im radialsymme-
trischen CouLOMB-Feld des punktférmig gedachten Kerns mit Ordnungs-
zahl Z 1483t sich mit Hilfe des Separationsansatzes

Ui (1,9, 0) := Ry (1) O (0) Py () (5.81)

in einem sphérischen Koordinatensystem mit den Variablen r, 9, und ¢ in
drei gewohnliche Differentialgleichungen separieren. Normierte Produkte
der Losungen dieser drei Differentialgleichungen heiflen Atomorbitale. Die
werden durch drei ganzzahlige Quantenzahlen n, [, und m charakterisiert
mit den Wertebereichen :

n>1 , 0<I<(n—-1) , —=1<m<+l. (5.82)

Die Energien dieser so charakterisierten Ein-Elektron-Zustidnde hdngen nur
von der Quantenzahl n ab und sind n?-fach entartet :

12?2

E,=———. 5.83

2 n? ( )
—%, die Grundzustands-Energie des Wasserstoffatoms (Z = 1,n = 1) ist
gleich der Hélfte der atomaren Energie-Einheit (benannt nach D.R. HAR-
TREE; 1H=27.211... eV=627.51... kecal/mol).
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Die analytische Form der vierzehn energieniedrigsten, - im allgemeinen
komplexwertigen - Atomorbitale und ihre Bezeichnungen werden in der
folgenden Tabelle zusammengefaf3t :

Code \Ijnlm(ra Q97 90)

3

Is U9 = 7222 exp(—2Zr)

25 Wogy = 4~ 1(2m) 2 22(2 — Zr) exp(—Zr/2)
2p0 | Warg =4~ 12m) 2 22(Zr) exp(—Zr/2) cos ¥
2p11 | Yo = 8_1(W)_%Z%(Z ) exp(—Zr/2)sind exp(+ip)

3s \11300 =81~ 1(
3p0 \1131() = &1~ 1(77'/
3p+1 | U314 =817 1(7T

27 — 187r + 272°r*) exp(—Zr/3)

:(6 — Zr)(Zr) exp(—Zr/3) cos ¥

6 — Zr)(Zr)exp(—Zr/3)sinv exp(Lip)
3d0 \11320 =81~ 1( Z2 2) eXp( ZT/B)(SCOS219— 1)

3dyy | V3o =817 1(7T Z%r?) exp(—Zr/3) sin v cos ¥ exp(iep)
3diy | Wapyo = 16271 (1) 222 (22r2) exp(—Zr/3) sin® 0 exp(+2i¢)

| \./
MM—A
l\')l»—l N
N woleo

MlH N’I>—‘ D=

V\/v 1\9\—/

Interessiert man sich fiir die Aufenthaltswahrscheinlichkeit als Funktion
von r allein, so hat man iiber ¥ und ¢ zu integrieren und erhilt da-
mit die Wahrscheinlichkeit W, (r)dr, da sich das Elektron im Zustand
Um(r, ¥, @) in einer Kugelschale mit innerem Radius 7 und &uflerem Ra-
dius r + dr befindet :

2w s
Wo(r)dr = /79:0 /@:0 | Rt (1) O (9) @, () |*r2dr sin ¥dddp

= |Ru(r)|*r?dr.
(5.84)

r2dr sin 9dddy ist dabei das Volumenelement in Kugelkoordinaten.

Der Graph der Antreffwahrscheinlichkeit Wio(r)dr des Elektrons im 1s-
Orbital hat sein Maximum an der Stelle ag = 0.52918 ... A, dem BOHRschen
Radius. Dieser fungiert als atomare Léngeneinheit (ay = 1 Bohr).

Von der Winkelabhéngigkeit der Atomorbitale bekommt man eine gute
Vorstellung, wenn man die komplexwertigen Losungen der Tabelle durch
die korrespondierenden reellwertigen Linearkombinationen ersetzt (nach
der Vorschrift (.2§), und ein geeignetes Punktraster eines frei gewihl-
tem Funktionswerts graphisch miteinander verbindet (“Hohenliniendarstel-
lung”).
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Abbildung 5.3: Glimmentladungs-Spektrometer. a) Anregung von Wasserstoffgas in ei-
ner evakuierten Rohre durch Anlegen einer elektrischen Spannung U (Glimmentladung)
und Messung der Wellenldnge des emittierten Lichts b) Schematisches Energieniveau-
Diagramm des H-Atoms; Energieaufnahme (Anregung durch Glimmentladung) und Ener-
gieabgabe (Lichtemission charakteristischer Wellenlénge) .

5.7 Spektallinien des Wasserstoffatoms

Bringt man das Elektron des Wasserstoffatoms durch Einstrahlung von
Licht oder durch Stéfle in einer Gasentladung in einen angeregten Zu-
stand, dann kann es unter Lichtemission in den Grundzustand zuriick-
kehren. Man findet im Emissionsspektrum scharfe Linien, die zu erklédren
sind, wenn man annimmt, dafl das Elektron nur diskrete Energieniveaux
besetzen kann. Dann mufl ndmlich die Energie des emittierten Lichtquants
(Photons) gleich der Energiedifferenz A E zwischen dem energiereichen und
dem energiearmen Zustand sein und das Photon besitzt die Wellenléinge

he

(5.85)

Je nachdem, von welchem angeregten Atomorbital aus die Lichtemission
erfolgt, erhdlt man verschiedene Serien von Spektrallinien :

e LYMAN-Serie : AE = FE, — E; n=273,...
e BALMER-Serie : AE = FE,, — E5 n=3,4,...
e PASCHEN-Serie : AE = F, — Ej3 n=4,5...
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Abbildung 5.4: Serien von Spektrallinien bein H-Atom. a) Energieschema mit Ubergéingen
b) Darstellung der zugehorigen Spektrallinien : Lyman-Serie (im Ultravioletten), Balmer-
Serie (im Sichtbaren) und Paschen-Serie (im Infraroten).

Die Wellenléngen dieser Linien kénnen wir aus p.85 zusammen mit
berechnen. In der folgenden Tabelle werden vier berechnete und gemes-
sene Wellenldngen der BALMER-Serie miteinander verglichen. Wir stellen
fest, dafl (nach zwei kleinen Korrekturen P3) die Energieformel eine
ausgezeichnete Ubereinstimmung mit dem Linienspektrum des H-Atoms
liefert.

Wellenlédngen der BALMER-Serie :
(Ao: nach p.85 berechnet; A;: mit Korrektur 1; Ajgo: mit Korrektur 1 & 2)

n | Aexp(nm) | Adg(nm) | Aj(nm) | A\jgo(nm)
656.280 | 656.112 | 656.469 | 656.281
486.133 | 486.009 | 486.274 | 486.135
434.047 | 434.937 | 434.173 | 434.049
410.174 | 410.070 | 410.293 | 410.176

S O = W

52 Korrektur 1 : an Stelle der Ruhemasse m,, des Elektrons ist die reduzierte Masse ji = MeMyp/ (Me+myp)
(my: Protonenmasse) einzusetzen : po ~ 0.9994557my .
Korrektur 2 : da die experimentellen Werte iiber Messungen in Luft ermittelt wurden, ist anstelle der
Vakuum-Lichtgeschwindigkeit ¢ der Wert cpug ~ ¢/1.000283 einzusetzen.
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Kapitel 6

Das Zentralfeldmodell fiir
Mehrelektronen-Atome

Die Nédherung unendlich grofler Kernmasse vereinfacht den HAMILTON-
Operator eines N-Elektronen-Atoms im COULOMB-Feld eines Kerns der
Ordnungszahl Z in atomaren Einheiten zu :

1
il

Der Kernort wurde hierbei in den Ursprung des Koordinatensystems gelegt.

DRI ILED W o)

Y _r]‘

Obwohl die Bewegung der Elektronen durch ihre CoULOMB-Wechselwir-
kung korreliert ist, so hat sich doch gezeigt, da§ Ein-Kern-Systeme (Atome
und Atomionen) in guter Naherung durch ein Modell unabhéangiger Elek-
tronen beschrieben werden kénnen Y. Zu einer qualitativ richtigen “ef-
fektiven Ein-Elektron-Beschreibung” kommt man nédmlich auf folgendem
einfachen Wege : Zunéchst addiere man zum HAMILTON-Operator p.1] den
folgenden Nulloperator einer Summe potentieller elektronischer Zentral-
feldenergien U(|r;|) :

éU(\rm - éU(\rm. (6.2)

AnschlieBend unterteile man H wie folgt :

H = ]f[0+1f[1 (63)

6-1Dafiir bietet sich zuniichst die Hartree-Fock-Methode an, mit deren Hilfe man zu brauchbaren nu-
merischen Resultaten gelangen kann (C.F. Fischer : “The Hartree-Fock Method for Atoms. A numerical
approach.” Wiley, New York (1977)).
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mit

o= 5 {500 - U(riD)] (6.4)

. N 7 N

= S {vtinh - 2+ 2

= L B~

Wenn man die Funktion U(|r;|) geeignet wiihlt, kann H; als vernachlissig-

bar kleine Storung eines ungestorten Systems betrachtet werden, das durch
die SCHRODINGER-Gleichung

} 2~ 0 (6.5)

‘z_ j‘

HU=V.E (6.6)
beschreiben wird. Diese definiert das sogenannte Zentralfeldmodell fiir Ato-
me.

Der HAMILTON-Operator H, ist nach 6.4 eine Summe von gleichartigen
“effektiven” Ein-Elektron-Operatoren h;. Die Energie E eines Atoms ist
in dieser Naherung leicht bestimmbar aus den Orbitalenergien ¢; des Ein-
Elektron-Eigenwertproblems

Man hat dazu jede Orbitalenergie €; mit der zugehdrigen Besetzungszahl
w; zu multiplieren und die Produkte aufzuaddieren :

E = Zgiwi (6.8)

Wie noch zu zeigen sein wird, kann die Besetzungszahl w; als Folge des
PAuLischen Ausschlufiprinzips nur die folgenden ganzzahligen Werte an-
nehmen :
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6.1 Elektronenkonfiguration und Hundsche Regel

In der Zentralfeldndherung ist die Energie eines N-Elektronen-Atoms al-
lein determiniert durch die Elektronenkonfiguration (nlm)* der durch die
Quantenzahlen n und [ charakteriserten Elektronenschalen. Pro Quanten-
zahlpaar (nl) gibt es (21 + 1) energiegleiche Atomorbitale P4, von denen
jedes maximal mit zwei Elektronen besetzt werden kann P3. Anders ge-
sagt : Jede durch (nl) definierte Schale besteht also aus 2(20 4+ 1)-fach
entarteten Atomorbitalen.

Experimentell (und auch bei Beriicksichtigung der Spin-Bahn-Kopplung)
ist die 2(2] + 1)-fache Entartung einer Elektronenschale allerdings auf-
gehoben. Interessiert man sich fiir die energiedirmste Elektronenkonfigu-
ration der im Zentralfeldmodell als entartet erscheinenden Atomorbitale,
so bedient man sich der - rein empirisch gefundenen - HUNDschen Regel
(F. HuND : “Zur Deutung verwickelter Spektren, insbesondere der Ele-
mente Scandium bis Nickel.”. Z. Phys. 33 (1925), 345) :

Sind mehrere energiegleiche Orbitale durch mehrere Elektronen zu beset-
zen, dann ist so zu verfahren, dafl moglichst viele Orbitale einfach besetzt
werden.

Dieses Rezept fiihrt (bis auf wenige Ausnahmen P4) zu erstaunlich verniinf-
tiger Ubereinstimmung mit den Ergebnissen komplizierterer Spin-Bahn-
gekoppelter (relativistischer) Theorien.

6-2wegen —1 < m < +I

6-3wegen des Paulischen AusschluBprinzips .9

64 Zu den Ausnahmen gehtren zum Beispiel die atomaren Elektronenkonfigurationen des Chroms
(4s13d%) und des Kupfers (4s'3d1?), zu deren Vorhersage die HUNDsche Regel auf fast-entartete Ato-
morbitale (4s und 3d) erweitert werden muf.
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6.2 Abschirmung der Kernladung

Die Einfiihrung des noch unspezifizierten Potentials U hat es uns erlaubt,
das atomare Mehrelektronen-Problem als effektives Ein-Elektron-Problem
zu behandeln : jedes Elektron bewegt sich im gemittelten Feld der iibrigen
Elektronen.

Zu einer weiteren Vereinfachung gelangt man, wenn man dieses Feld der iib-
rigen Elektronen mit dem kugelsymmetrischen CouLomB-Feld des Atom-
kerns zusammenzufassen versucht. Anstelle von Z tritt dann eine neu zu
bestimmende “effektive Kernladungszahl” Z¢f. In diesem Bild “spiirt” je-
des Elektron nur noch eine durch die Abschirmkonstannte o,; verminderte
Kernladung :

7N =7 —ou . (6.10)

Von SLATER (J.C. SLATER : “Atomic shielding constants.”. Phys. Rev.
36 (1930), 57) wurden schon 1930 Regeln aufgestellt, mit deren Hilfe die
Abschirmkonstante o, abgeschétzt werden kann :

Z | Atom O1s | 02s—02p
1 H ]0.00

2 | He |0.30

3 Li (030 1.70
4 1 Be |030] 205
o B 10.30| 2.40
6 C 1030 275
7 N 1030] 3.10
8 O 10.30] 3.45
9 F10.30| 3.80
10| Ne [0.30| 4.15
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6.3 Die Schalenstruktur der Atome

Die Grundzustandsenergie der Atome ist in der Zentralfeldnéherung durch
jene Konfiguration bestimmt, welche man durch Besetzen der energetisch
tiefstliegenden Schalen erhilt. Fiir die energetische Reihenfolge der Schalen
gilt zunéchst :

Enl < Enl falls n<n'. (6.11)

Haben zwei Schalen verschiedenen Quantenzahlen [, so kann iiber ihre ener-
getische Reihenfolge erst etwas gesagt werden, wenn das Potential U spezi-
fiziert ist, oder zumindest die verschiedenen Z° mit Hilfe der SLATERschen
Regeln abgeschiitzt wurden. Fiir die durch Z modifizierten Orbitalener-
gien des Wasserstoffatoms

1 (ZeE)?
=== 12
“nl 2(n) (6 )

ergibt sich schon im Zentralfeldmodell die folgende Reihenfolge der &,; P:

E1s < €25 < E2p T €35 T E3p < &4 N E€3d < E4p < Exs

Reqd < Exp < Eps N Egr R Esd < Epp < ET5 - - - (6.13)

die man sich anhand des oben abgebildeten Schemas leicht einprigen kann.

Atome besitzen also eine ausgesprochene Schalenstruktur. Diese wird im
wesentlichen durch die Anziehung zwischen Kern und Elektronen, das heif3t
den Ein-Elektron-Term des HAMILTON-Operators bestimmt. Diese Scha-
lenstruktur ist fiir den Aufbau des Periodensystems der Elemente verant-
wortlich.

6-5Das ~-Zeichen deutet an, daf z.B. 4s- und 3d-Energien miteinander konkurrieren.
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Abbildung 6.1: Periodensystem der Elemente. Die Elemente sind nach steigender Elek-
tronenzahl geordnet in ein Schema eingetragen, das sich aus dem H-Atom-Termschema
unter Beriicksichtigung der Kernabschirmung ergibt. Bei der Besetzung der p-, d-, und
f-Niveaux ist die Hundsche Regel zu beachten (Beispiele fiir B, C und O in den einge-
rahmten Feldern).

6.4 Das Periodensystem der Elemente

Da die energetische Reihenfolge der Atomorbitale in allen Atomen nahezu
gleich ist, werden im Sinne eines Aufbauprinzips die vorhandenen Elektro-
nen der Reihe nach in die energetisch tiefsten Orbitale unter Beriicksichti-
gung des PAULI-Prinzips und der HUNDschen Regel eingelagert. Man kann
den Zustand eines Atoms in erster Ndherung durch seine Elektronenkonfi-
guration beschreiben (zum Beispiel 1s?2s?2p? fiir das Sauerstoffatom), das
heiffit durch die Besetzungszahlen der Atomorbitale.

Beim Auffiillen der 3d-Niveaux gilt das Aufbauprinzip nicht streng; hier ist
vielmehr die Elektronenwechselwirkung am Zustandekommen der Grund-
zustands-Konfiguration mitbeteiligt. Solche Korrelationseffekte werden im-
mer dann wichtig, wenn verschiedene Orbitalenergien dicht beisammen lie-
gen. Dies ist besonders bei den Ubergangselementen der hoheren Perioden
sowie den Lanthaniden und den Actiniden der Fall.

Das empirisch von D. MENDELEJEFF und L. MEYER bereits 1869 auf-
gestellte Periodensystem erfihrt schon durch die hier skizzierte einfache
Atomtheorie der Zentralfeldndherung eine quantentheoretische Deutung.
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Kapitel 7

Das Wasserstoff-Molekiilion

HY, ein Dreikérpersystem aus zwei identischen Wasserstoffkernen der Mas-
se m, mit den Ortsvektoren R; und Ry und einem Elektron am Ort r, ist
das einfachste Molekiil, das es gibt. Wir versuchen zunéchst, es mit folgen-
dem HAMILTON-Operator (in atomaren Einheiten)

1 1 1 1

A+ Ag) — - + 7.1
Bt ) = R kR TR Ry (Y

A 1
H=—A—
2 2m,,

zu beschreiben. A und A, bezeichnen die LAPLACE-Operatoren der beiden
Kerne, A denjenigen des Elektrons.

R) Rz

Abbildung 7.1: Koordinatensystem des H§-Molekiilions.
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7.1 Die Born-Oppenheimer-Approximation

Im BORN-OPPENHEIMER-Bild werden die Kerne als unvergleichlich viel
schwerer als das Elektron angesehen, so dafl sich die schnellen Elektro-
nen um ein an den Stellen Ry und Ry eingefrorenes Kerngeriist bewegen.
Fiir festgehaltene Kernpositionen ist die kinetische Energie —ﬁ(Al +Ay)
der Kerne gleich Null und die Abstoflungsenergie 1/|R; — Ry| der Kerne
konstant, so daf} sich der HAMILTON-Operator [7.] reduziert auf den elek-
tronischen HAMILTON-Operator :

A 1 1 1 1
‘H=—-A— - +
2 |I‘—R1| ‘I‘—R2| ‘Rl—R2|

(7.2)

Bei starrem Kerngeriist sind die stationdren Zustédnde des Elektrons ge-
geben durch rein elektronische Zustandsfunktionen “¥; = “¥;(r; R), die
nur noch parametrisch vom Kernabstand R := |R; — Ry| abhingen [].
Ebenso sind die zugehorigen Energie-Eigenwerte °€; der elektronischen
SCHRODINGER-Gleichung

CHOW,; = °U; - °&; (7.3)

Funktionen von R : °€; = °€;(R). Tragt man die Energie der j-ten BORN-
OPPENHEIMER-Gesamtenergie als Funktion des Kernabstands R auf, so
erhilt man eine Potentialkurve des Molekiils im j-ten elektronischen Zu-
stand (wie in Abbildung [7.4). Besitzt die Potentialkurve ein Minimum, so
repasentiert sie die R-Abhéngigkeit eines gebundenen Zustand. Der Kern-
abstand "R; dieses Minimums hat dann die Bedeutung eines Gleichge-
wichtsabstands, das heif3t der Bindungslinge.

"1 Zur Beschreibung eines Ein-Elektron-Systems bedarf es (wie beim H-Atom) keiner Spinvariable.
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7.2 Linearkombination von Atomorbitalen

Es ist eine Besonderheit des Hy-Ions, dafl seine elektronische SCHRODIN-
GER-Gleichung analytisch 16sbar ist [4. Dennoch wollen wir an diesem ein-
fachen Beispiel nur Naherungslosungen anstreben, die wir aus dem (bereits
besprochenen) allgemein anwendbaren Variationsprinzip ableiten kénnen.

Dieses Variationsprinzip legt folgendes Verfahren zur (approximativen) Be-
rechnung elektronischer Zustandsfunktionen und deren Energien nahe |7 :
Man setzt die Testfunktionen 1;(r) als Linearkombinationen einer Menge
vorgegebener, linear unabhéngiger Basisfunktionen

{¢Z(r)\u:1,2,...,]\fo} und {¢,(r)lv=1,2,..., N,} (7.4)

an :
N, N,

w;(r) = Zl C;jqb;i(r) und  Y;(r) = Zl Cyipy(r), j=1,2,...,N, (7.5)
M= V=

und bestimmt die optimalen Linearkoeflizienten C';; und C; wie folgt :
Die (im Sinne des Variationsprinzips) beste Testfunktion ist diejenige, de-
ren Erwartungswert (hier mit £ bezeichnet) bei Variation der Linearkoef-
fizienten minimal wird, das heift : dessen sdmtliche partielle Ableitungen
nach den C* und den C,; verschwinden :

OF; OF; ,

9C;, ~ ac,, =0, (u,v,j=12,...,N,) (7.6)
In einer Chemie, die sich Molekiile aus atomaren Bestandteilen aufgebaut
vorstellt, ist es naheliegend, die Testfunktion 1);(r) fiir den elektronischen
Zustand j eines molekularen Systems als Linearkombination von Atomor-
bitalen anzusetzen (Linear Combination of Atomic Orbitals (LCAQ)). Als
Basisfunktionen wahlt man zum Beispiel solche Atomorbitale, die den be-
reits bekannten Losungen des H-Atoms verwandt sind.

Damit die Normierung der Testfunktion bei Variation der Linearkoeffizi-
enten gewdhrleistet ist, schreibt man fiir den Erwartungswert :

WHE{HE; () e Spoi CoCly [ o {Habu >}dr
E. = J — - }
’ J i (r);(r)dr SN CniCy / ¢ (x =& (17)
S,“,

72 D.R. Bates, K. Ledsham, A.L.Stewart : “Wave functions of the hydrogen molecular ion”. Phil. Trans.
R. Soc. London ser. A 246 (1953), 215.

73Solange ausschlieBlich elektronische Hamilton-Operatoren, Zustandsfunktionen und -energien disku-
tiert werden, kann deren Kennzeichnung durch das hochgestellte ¢ entfallen.
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&; bezeichnet hier den wahren Eigenwert der j-ten Eigenfunktion von H.
Mit den neuen Definitionen H,, (HAMILTON-Integral) und S,, (Uberlap-
pungsintegral) in [(.1 erhdlt man :

Z H,C,C ( Z SuwC,;C ) - (7.8)
M, rv=1 1, v=1
Differenziert man partiell nach einem speziellen C/,; (Produktregel) m :

NO No aE
= (505 (F 500) 25, o
v=1 v=1 80/”

p,rv=1

so erhélt man zusammen mit der Optimierungsbedingung [7.§ die folgende
Matrixgleichung :

(HC),; = (SC)y; E; = (SCE)y5,  (1,j=1,2,...,No)  (7.10)
Fiir die Gesamtheit der Matrixelemente lautet [.10 :
HC = SCE. (7.11)
e H ist die HERMITEsche HAMILTON-Matrix, das heifit H,, = H;,.

e S ist die HERMITEsche Matrix der Uberlappungsintegrale, das heifit
S = Sy,

e C ist die quadratische Matrix der LCAO-Koeffizienten mit der Eigen-
schaft C'SC =1 (C' ist die Adjungierte von C : (C');; = C%).

e E ist die reelle Diagonalmatrix der Energien E; : (E);; = E;d;;.

74 Partielle Differentiation nach einem speziellen Cy; liefert das entsprechende komplex konjugierte
Resultat.
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7.3 Losung des Matrix-Eigenwertproblems

Die Losung eines solchen (verallgemeinerten) Eigenwertproblems kann auf
folgende Weise geschehen :

Man beginnt mit einer Umformulierung von (zunéichst ohne Indizie-
rung der Energien) :

(H - ES)c =0, (7.12)

in der c eine Spalte (das heifit einen Eigenvektor) der Koeffizienten-Matrix
C bezeichnet :

011 012 e CINO
C Cyp ... C

C= :21 :22 . 2:N" =(c; ¢ ... cy, ). (7.13)
CNOI CNOQ - CNONO

Bei gegebenen Matrizen H und S hat diese Gleichung nur dann nicht-
triviale Koeffizienten-Vektoren ¢ # 0 als Losungen, wenn die sogenannte
Séakulardeterminante verschwindet :

H - ES|=0. (7.14)

Entwickelt man die Sékulardeterminante, so erhélt man ein Polynom N,-
ten Grades in der unbekannten Energie E. Ein solches charakteristisches
Polynom hat N, Wurzeln {E;|j = 1,2, ..., N,}, die Eigenwerte der Matrix
H. Hat man einmal diese N, Eigenwerte ermittelt, so erhédlt man die zuge-
horigen Eigenvektoren {c;|j = 1,2,..., N,} (die Spaltenvektoren von C),
indem man unter Verwendung der Normierungsbedingung

N,
> C8uCy = 1 (7.15)

pr=1

jeden einzelnen Eigenwert F; in die Sdkulargleichung [(.12 einsetzt.
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Beispiel : Mimimalbasis-LCAO-Entwicklung

An jedem der Kernorte R; und Ry des Hy-Molekiilions sei nur eine nor-
mierte 1s-Basisfunktion zentriert [ : ¢1(r — Ry) und ¢»(r — Ry). H und
S sind in diesem Falle symmetrische (2 x 2)-Matrizen mit Hyy = His
und Hyy = Hyq, sowie S9; = Sio und wegen der Normiertheit beider 1s-
Atomorbitale Sy9 = 571 = 1. Die Bedingung [7.14 lautet also :

Hy — ES)y Hpp— ESp

= (Hy — E)? — (Hyy — ES12)* = 0. (7.16
ng—E512 Hll_ESH ( 11 ) ( 12 12) ( )

Das charakteristische Polynom ist also eine quadratische Gleichung in E
mit den beiden Wurzeln :

_ Hyp £+ Hy

_ 1
* 1+ S (7.17)

Die Form der zu diesen beiden Energien gehérenden Molekiilorbitale 1)
und v_ erhédlt man durch Einsetzen von F, beziehungsweise E_ in die

Sakulargleichung :
0
( 0) (7.18)

(Hn —FE S Hipp— E+512> (CH)
0
( 0) (7.19)
Mit den zusétzlichen Forderungen

Hyy—E S92 Hiyn—E S/ \Cot
/@bi(r)dr = /{Cl+¢1(r - Rl) + 02_|_¢2(I' — Rg)}2dr =1 (720)

(Hn —E_ S Hpp— E512> <01>
His —E_S19 Hyy—E_S;1) \Cy

[w*(@)dr = [{C1_¢1(r —Ry) + Co_gn(r — Ro)Pdr =1 (7.21)

lassen sich C1; und Cy, bzw. C_ und Cy_ eindeutig bestimmen. Man
erhalt dann :

N[—=

e = (2£2512) (g1 £ ¢2). (7.22)

75Beide Basisfunktionen wurden bereits in Abbildung El] skizziert.
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Die Integralwerte Hy;, Hio und Sio hdngen vom Kernabstand R ab. Sie
lassen sich analytisch angeben :

1 1
Hy=—3+ (1 + R) exp(—2R), (7.23)
o1 7.1
g, (L_ L _Tp_1 2) _ 24
12 <R 5 6R 6R exp(—R), (7.24)
sowie
1
Syy = (1 R+ §R2> exp(—R). (7.25)

Schon der einfache Minimalbasis-LCAO-Variationsansatz liefert zwei BORN-
OPPENHEIMER-Potentialkurven der Gesamtenergien £, und E_, welche
die qualitativen Eigenschaften der exakten Losung zutreffend wiedergeben :
HY besitzt im Grundzustand E, (R) ein Potentialminimum und existiert
daher als stabiles Molekiil. £_(R) hingegen besitzt kein solches Minimum.
Man wird deshalb erwarten, dafl das HY im angeregten elektronischen Zu-
stand 1 _ zerféllt. Durch Verwendung erweiteter Sétze von Basisfunktionen
(das heifit durch erhohte Variationsflexibilitdt) kann man das gewonnene
Resultat beliebig verbessern.
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Dasselbe Ergebnis kann man auch durch die folgende alternative Standard-
technik zur Losung der Matrixgleichung HC = SCE erzielen :

e Orthogonalisierung der HAMILTON-Matrix durch eine orthogonalisie-
rende Matrix O mit der Eigenschaft OTSO = 1 : Einfiigen der Ein-
heitsmatrix 1 = OO~ und Multiplikation von HC = SCE von links
mit OF ergibt :

O'H1C = O'S1CE (7.26)
oder
O'HOO !C=0/SOO0'CE. (7.27)
H’ C’ S'=1 C’

e Die so erhaltene Matrixgleichung
HC = CE (7.28)

der orthogonalisierten Basis ist (nach Multiplikation von links mit
(€)' = (C)") durch Diagonalisierung von H' zu 16sen :

(C'H'C' =E (7.29)

e Die Riicktransformation von C’ in die urspriingliche nicht-orthogonale
Atomorbitalbasis ergibt :

C =o0cC. (7.30)

Wie beschafft man sich die Matrix O 7

Gebréauchlich sind drei Orthogonalisierungsverfahren zur Konstruktion der
Matrix O :

e Die sukzessive Orthogonalisierung nach SCHMIDT,
e die kanonische Orthogonalisierung nach LOWDIN und
e die symmetrische Orthogonalisierung nach LOWDIN.

Wie beschafft man sich die Matrix C’ ?

Bei der Matrixdiagonalisierung von H’ bedient man sich numerischer Stan-
dardtechniken, als deren einfachste das JACOBI-Verfahren anzusehen ist.

94



7.3.1 Orthogonalisierungstechniken

1. Sukzessive (SCHMIDT-) Orthogonalisierung
fiihrt in der Minimalbasis-LCAO-Beschreibung des Hj -Molekiilions zu

1 — Sio

V1-5%

0(0 N . ) (7.31)
\/1-5%,

Bei den beiden nach LOWDIN benannten Verfahren bedarf es zunéchst
einer Diagonalisierung der Uberlappungsmatrix S geméf

U'SU =s. (7.32)

In der Minimalbasis-LCAO-Beschreibung des Hj-Molekiilions erhélt man
fiir die Eigenvektormatrix U von S und die dazugehorige diagonale Matrix
s der Eigenwerte :

1+ 41 (148 0
U_\/§<+1 —1> ’S_< 0 1—812>' (733)

Aus s berechnet man die ebenfalls diagonale Matrix der reziproken Eigen-
werte allgemein nach :

1 O _ 1 ﬁ 0
(s 2)uv: , also hier : <S 2)W: ( oL ) ) (7.34)

Spp

2. Kanonische (LOWDIN-) Orthogonalisierung :

O =Us>. (7.35)

Dafl O tatséchlich die Uberlappungsmatrix eliminiert, zeigt :

1 T 1 1 1 1 1
0'SO = (Us™#) §(Us™3) = s 2 U'SUs ™ = s72s's7% = s* = 1. (7.36)
3. Symmetrische (LOWDIN-) Orthogonalisierung :
O=S":=Us:Ul (7.37)

Dafl auch dieses O die Matrix S orthogonalisiert, sieht man aus [7.3§ :
OfSO =S 28!§2 =8° =1. (7.38)
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7.3.2 Diagonalisierungstechnik nach Jacobi

Sowohl in [.29 als auch in [.32 werden Matrixdiagonalisierungen vorge-
nommen. Eine besonders einfache, in der numerischen Praxis kaum noch
verwendete, dafiir aber leicht durchschaubare Technik ist das JACOBI-
Verfahren, das sich im Fall von nur zwei reellen Basisfunktionen wie folgt
analytisch darstellen 148t.

Sei M eine reellwertige und symmetrische Matrix. Eigenvektoren symme-
trischer Matrizen sind orthogonal. Der Prototyp einer orthogonalen Matrix
O ist eine Drehmatrix der folgenden Form :

(7.39)

cosa —Ssln
sin av cosa )’

Sie erfiillt die Orthonormierungsbedingung OTO = OO = 1 fiir jeden
beliebigen Drehwinkel .

Gesucht ist im (2 x 2)-Fall also derjenige a, welcher das Matrixprodukt
O'MO =D (7.40)

diagonal werden lafit. « ist demnach so zu wahlen, dafl Dy = Dy := 0.

Ausmultiplizieren von

(Dn Dlg)_< CcoS v sina)(Mll M12><cosa —sina>(741)
Dsy Do)  \—sina cosa) \ My, My ) \sina cosa )

ergibt fiir die beiden Auflerdiagonalelemente von D :

D1y = Doy = (M1 — Mas) sin v cos o, + My (cos2 a — sin® ). (7.42)

3 5in(2a) cos(2a)

Aus der Forderung Dy = D9 := 0 erhélt man :

2M12 1 ( 2]\412 )
tan(2a) = ——— oder a = —arctan|{——7"F—. 7.43
(20) Moy — My 2 Moy — My, (7.43)
Im Intervall =7 < (2a) < +7 liefert das Argument des Tangens eindeutige
Funktionswerte. Also kann « alle Winkel zwischen —% und —|—§ annehmen.

Fiir den Fall My = Moy ist a also gleich 7 zu setzen.

|

falls M11 = MQQ,

2M;,
arctan ( - M11> andernfalls.

(7.44)

NI ]
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Verallgemeinerung :

Im (2 x 2)-dimensionalen Fall mit nur einem Auflerdiagonalelement My =
Moy, ist die Diagonalform von D durch einmalige Bestimmung des Winkels
« bereits erreicht. Die Eigenwerte Di; und Dy errechnet man aus [7.4]]
unter Einsetzen von [(.44.

Ist M := D eine reellwertige (N, x N,)-Matrix, so bestimme man in ei-
(0)
ij
Dg?). Die [7.40 analoge Transformation D) = 0ODO OO mit der Trans-

formationsmatrix

nem nullten Schritt (0) sein betragsgrofites Auflerdiagonalelement D

i J
00 _ 1 ... Cosqqy ... —sinag (7.45)
J ... sinay ... COoS (Y
und dem Drehwinkel
™ falls DY) = D7,
5 arctan | -~ andernfalls,

bewirkt, dal zwar das Element DS) = D](-Zl-) verschwindet, nicht aber die

iibrigen Auflerdiagonalelemente. Man kann allerdings zeigen, dafl der JA-
COBIsche Iterationsprozef3

o1 oW o pOo©® oM  oh-1 (7.47)
DO
D)

D)

tatsdchlich nach endlich vielen Schritten n konvergiert. Unterschreitet ein
gewéahltes Abbruchkriterium (zum Beispiel [7.48) eine gewisse Schwelle ¢ :

1 N 2] 2
{ﬁ > (DY — Do) } <, (7.48)
o p,r=1

so erklart man das Eigenwertproblem [7.40 als gelost. Die Diagonale von
D™ := D enthilt dann die Eigenwerte von M, die Eigenvektormatrix O
ist gleich dem Produkt O := OWOW . Or~1,
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Abbildung 7.5: Optimaler Orbitalexponent fiir den Grundzustand des H-Molekiilions als
Funktion des Kernabstands R.

7.4 Orbitalkontraktion

Der Minimalbasis-LCAO-Ansatz fiir das H5-Molekiilion kann ohne grofe
Miihe verbessert werden, indem man die 1s-Funktionen

bi(r— Ry) = %exp(—h‘ CRy|) (7.49)
bo(r — Ry) = 71Texp(—|r _Ry|) (7.50)

mit einem nicht-linearen Parameter (g skaliert :

gOl(I' — Rl) = \I??RGXP(—CR‘I' — Rl‘) (751)

po(r — Ry) = \I??%exp(—@\r — Ry)). (7.52)

Der energetisch beste Skalierungsparameter 148t sich mit Hilfe des Varia-
tionsprinzips bestimmen. Fiir den Grundzustand erhélt man beim Gleich-
gewichtsabstand R; = 2.00 Bohr den Wert (op, = 1.25... [ zwischen
dem Grenzwert (,, = 1.00 fiir R — oo (getrennte Kernprotonen) und dem
Grenzwert () = 2.00 fiir R — 0 (vereinigte Kernprotonen).

"6B.N. Finkelstein, G.E. Horowitz : Z. Phys. 48 (1928), 118. C.A. Coulson : Proc. Cambr. Phil. Soc.
33 (1937), 1479.
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Abbildung 7.6: Beitriage der kinetischen Energie T' und potentiellen Energie V' zur Grund-
zustandsenergie E des Hy-Molekiilions (oben : in der Minimalbasis-LCAO-N&herung mit
(2.00 = 1.25, unten : nach exakter Losung der Schrodinger-Gleichung).

Wie die Abbildungen [7.6 zeigen, ist durch diese Optimierung die Uber-
einstimmung der Energie des Minimalbasis-LCAO-Grundzustands mit der
entsprechenden exakten Grundzustandsenergie bereits verbliiffend gut.

Durch den gegeniiber 1.000 erhéhten Exponenten wird die abfallende Ex-
ponentialfunktion steiler : Optimierung des Orbitalexponenten im Sinne
des Variationsprinzips fiithrt also zu einer Orbitalkontraktion. Grundsétz-
lich erh6hen Orbitalkontraktionen die kinetische Energie des Elektrons [,

7T Man erinnere sich an die (kinetische) Energieformel fiir das Elektron im eindimensionalen Kasten
mit ihrer Abhéngigkeit vom Quadrat der reziproken Kastenlinge.
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7.5 Die chemische Bindung

Versuchen wir zunéchst, die Minimalbasis-LLCAO-Beschreibung der Grund-
zustandsenergie des Hy-Molekiils in intra-atomare (Ein-Zentren-) und in-
ter-atomare (Zwei-Zentren-) Anteile zu zerlegen :

=0
Hy1 + Hy Hyy — Hi1519
o =—=H+ . 7.53
T 1S 1 1+ Sio (7.53)

Das Matrixelement

Hiy = [ 61(x) [Hon(v)| dr = [ én(x) [Hoo(r)| dr = Hoy

— /¢1 ——A¢1 dr—/¢1 R1|¢1(r)dr
—
1
_/¢1 R2‘ ¢1(r)dr + m/%(r)%(r)dr (7.54)

=0
hat zwar einen quantenmechanisch-attraktiven sowie den klassisch-repulsi-
ven Zwei-Zentren-Anteil. Deren Betriage sind allerdings nur bei sehr kurzen
Kernabsidnden stark voneinander verschieden : im Bereich des Bindungs-
abstands sind sie angendhert betragsgleich und kompensieren sich deshalb
nahezu. Ubrig bleiben die rein intra-atomaren Terme a7 und ay .
Das Zwei-Zentren-Matrixelement besteht aus folgenden Teilen :

Hys = [ én(x) [Hos(x)| dr = [ 6o(x) [Hr(v)] dr = Hoy

1
— R,4|

= /¢1(r ——AqbQ dr—/€b1 ¢2(r)dr

—gT
=Hi,

2512

~ [ o) + g [ a)en(e)r
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1 Si2

= Hf-2 D O R T (7.55)
1Y,

= Hiz — H11512 == Br + OBv (7.56)

Br = Hiy — arSi (7.57)

By &~ HYy — ay S (7.58)

Ausgehend von der Aufteilung der Grundzustandsenergie in die intra-atomaren
Beitrage ar und ay der kinetischen beziehungsweise potentiellen Energie
und die inter-atomaren Terme Bpr und Sy 148t sich die chemische Bindung
nach RUDENBERG [ und KuTzELNIGG [ wie folgt deuten :

ar und ay sowie die inter-atomare Abstandsabhéngigkeit der Grofien + fgm,
: fg,u und S72 kann man analytisch mit
p = (r|R1 — Ro| = (R (7.59)
wie folgt angeben
ar = 3¢5 =L + Trom(R) (7.60)
ay = —Cg = —14+ Vom(R) (7.61)
Br = —5Cqp" exp(—p) (7.62)

= Cuole) [~ 3o+ 2} a3 {1 1 242 (759

S12 = {14 p+ 30"} exp(—p) (7.64)
und anschliefend wie in Abbildung [7.7 graphisch darstellen.

Die Aufschliisselung der Energiebeitrage nach Abbildung [7.7 fithrt uns zu
folgender Interpretation :

78 K. Riidenberg : Rev. Mod. Phys. 39 (1962), 326. M.J. Feinberg, K. Riidenberg, E.L. Mehler : Adv.
Quant. Chem. 5 (1970), 27. M.J. Feinberg, K. Riidenberg : J. Chem. Phys. 59 (1971), 1495.
79 W. Kutzelnigg : “Einfiihrung in die Theoretische Chemie”. Verlag Chemie, Weinheim (1975).
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Abbildung 7.7: Beitrige zur Grundzustandsenergie des HS-Molekiilions.

1. Motiv fiir die chemische Bindung ist die Erniedrigung des inter-atomaren
Terms [r/(1+4S12) der kinetischen Energie, wihrend der entsprechende po-
tentielle Energiebeitrag Oy /(14 512) sogar einen leicht repulsiven Charakter
hat.

2. Die geringfiigige inter-atomare Abstoflung wird allerdings iibertroffen
durch ein starkes (attraktives) Absinken des potentiellen intra-atomaren
Anteils infolge von Orbitalkontraktion (Promotion). Ahnliches gilt fiir die
kinetische Energie : der stabilisierende Zwei-Zentren-Anteil Gr/(1 + Si2)
wird durch die Promotion des intra-atomaren Anteils iiberkompensiert, so
dafl insgesamt die kinetische Energie wie in Abbildung [7.§ mit abnehmen-
dem R ansteigt.

Das Zustandekommen der chemischen Bindung ist offenbar ein recht ver-
wickelter Vorgang, so dafl ein physikalisches Verstédndnis jenseits aller auf-
wendigen Rechnungen nur moglich ist, wenn man imstande ist, wesentliche
von unwesentlichen Beitrdgen zur Bindungsenergie zu trennen. Die unwe-
sentlichen Terme brauchte man in diesem Sinne nur dann zu beriicksichti-
gen, wenn man quantitative Aussagen machen will.
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Kapitel 8

Das Wasserstoffmolekiil

Der elektronische HAMILTON-Operator des Wasserstoffmolekiils lautet in

atomaren Finheiten :
A 1 (1) 1 1

‘H(ri,ry) = —AY — —
( : 2) 2 |I'1—R1| ‘rl_RQ‘
:=h(ry)
NG 1 L S
2 |I‘2—R1| ‘rQ_RQ‘ ‘I‘l—I‘2| ‘Rl—R2’
:=h(rs) =R
_ Lo 1 L1
2 ’I‘l — R1’ |I‘1 — R2| R
=< H(HS)
1 1 1 1 1 1
——A® — + === (8.1
2 ’I‘Q —R1’ |I‘2—R2| R |I‘1 —I'g’ R ( )
=< H(HS)

AWM und AP bezeichnen die LAPLACE-Operatoren der beiden Elektronen.

8.1 Individuelle und unabhingige Elektronen

Ignoriert man die interelektronische Wechselwirkungsenergie |r; — I'2|_1 Zu-
sammen mit —, so setzt sich der verbleibende HAMILTON-Operator i/ (ry,1s)
voneinander unabhéngiger Elektronen (“independent electrons”) additiv
aus zwei formgleichen Teiloperatoren h(r;) und h(r,) zusammen, von de-
nen im BORN-OPPENHEIMER-Bild jeder nur von den Koordinaten eines
Elektrons explizit abhéngt :

“H (ry,19) = h(r1) + h(rs) (8.2)
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Sowohl A(r;) als auch k(rs) besitzen die Form des H§-Ein-Elektron-Ope-
rators [7.2. Folglich sind ihre Eigenfunktionen 1;(r1) und ;(r2), die der
Eigenwertgleichung

il(ri)%(rz’) =;(r;) - & (8.3)
geniigen, ortsabhingige Molekiilorbitale wie beim HY .

Setzt man diese Molekiilorbitale wie schon im HY-Fall niherungsweise als
Linearkombination zweier vorgegebener 1ls-Atomorbitale an (LCAQO), so
sind aus diesen an den Kernorten R; und Rs lokalisierten Basisfunktionen

¢1(r; —Ry) und  ¢o(r; — Ry) (8.4)

genau so viele (ndmlich ebenfalls zwei) linear unabhéngige, delokaliserte
(Raum-)Molekiilorbitale konstruierbar :

Ui(ri) = (24 251) 72 {¢1(r)) + a(ri)} (8.5)
Un(ri) = (2= 251) 2 {d1(r)) — da(ri)} (8.6)

mit
S = /¢1(ri)¢2<ri)dri7 (8.7)

dem Uberlappungsintegral der beiden Atomfunktionen.
Y1 und ¥y sind aus Symmetriegriinden identisch mit den beiden Molekiil-
orbitalen 1) des Hy-Molekiilions.
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Im Gegensatz zu den Ein-Elektron-Zustandsfunktionen (Atomorbitalen)
des H-Atoms und des H§-Molekiilions bediirfen die Elektronen des Zwei-
Elektronen-Systems H, einer zusétzlichen Charakterisierung ihres Spins.
Ein-Elektron-Funktionen, die sowohl die Ortsabhéingigkeit als auch den
Spin des i-ten Elektrons beschreiben, heiflen Spinorbitale xi(x;). x; ist
dabei sein in .20 eingefiihrter vierdimensionaler Raum-Spin-Vektor. Aus
jedem rein ortsabéngigen Molekiilorbital {;(r;)|j = 1,2} lassen sich zwei
verschiedene Spinorbitale bilden, indem man es mit den beiden (in “Postu-
late und Rezepte” eingefiihrten) Spinfunktionen a(w;) und fB(w;) multipli-
ziert :

xi(xi) = (ra(w;) = ¢ (8.8)
Xa(xi) = () B(wi) = ¥n (8.9)
Xs3(xi) = tha(ri)a(wi) = ¥ (8.10)
Xa(xi) = Ua(ry)Blwi) = v, (8.11)

So konstruierte Spinorbitale heiflen “eingeschriankt”; weil sie paarweise iden-
tische Raumanteile besitzen.

Die zwei Raumorbitale sind normiert und orthogonal zueinander. Aus
diesem Grund sowie wegen .22 und E.23 bilden auch die vier Spinorbitale
einen orthonormalen Funktionensatz :

[ e (xi)dx; = 0 (8.12)

Weil die rein ortsabhiingigen Ein-Elektron-Operatoren A(r;) nicht auf die
Spinkoordinaten w; einwirken konnen, erfiillen auch die Spinorbitale eine
Eigenwertgleichung des Typs ;

~

h(ri)xk(xi) = xk(Xi) - Ek (8.13)
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Dadurch, daff sich der HAMILTON-Operator H (r1,r9) des Systems zwei-
er voneinander unabhéngiger Elektronen wie in als Summe von Ein-
Elektron-Operatoren lAz(rZ) schreiben 1483t, setzt sich jede, die Eigenwert-
gleichung

ieﬁ(rl, rg)ie\lli(xl, XQ) = ie\I/Z' (Xl, X2) . ieEi (814)

erfiillende Zwei-Elektronen-Zustandsfunktion “¥(x;,xs) mit der Energie
‘* F multiplikativ aus zwei (von insgesamt vier konstruierbaren) Spinorbi-
talen der einzelnen Elektronen zusammen :

“Wy(x1,%2) = xj(x1) - xk(x2). (8.15)

Die Zustandsenergie “F; ist dann gleich der Summe der in “W;(xy,Xs)
enthaltenen Orbitalenergien [

“B; = E; + E. (8.17)

Allgemein repréasentiert ein solches HARTREE-Produkt wie in eine un-
korrelierte Zustandsfunktion unterscheidbarer, das heifit individueller Elek-
tronen B4, Deren simultane Antreffwahrscheinlichkeit im achtdimensiona-
len Volumenelement dx;dxs ist gleich dem Produkt der vierdimensionalen

Einzelwahrscheinlichkeiten F3 :

"W, (x1, X2) |Pdx1dxa = |xj(x1)[*dxy - |x(x2)|*dxa (8.18)

8.1 lautet zusammen mit 8.2, B.17, und :

H (r1,r2) Wi, x2) = {B(ra) + h(ra) f X (x) - i (x2)
= X(x2) - Alr1)x; (x1) + x;(x1) - hlrz) xu(x2)
= Xk(X2) - X (x1) Ej + x; (x1) - Xk (x2) Bl
= (e )X (2) (B + Bi) = “Wi(x1,%2) - “ B (8.16)

82 Das Hartree-Produkt ordnet dem ersten Elektron eindeutig das j-te Spinorbital zu. Elektron 2
gehort dagegen zum Spinorbital xy.

83 Dafl eine Gesamtwahrscheinlichkeit (zum Beispiel aus einem Spiel mit 52 Karten das Herz As zu
ziehen (1/52)) gleich dem Produkt der Einzelwahrscheinlichkeiten ist (ndmlich ein Herz zu ziehen (1/4)
und ein As zu ziehen (1/13)), gilt nur fiir voneinander unabhingige, das heifit unkorrelierte Ereignisse.

106



8.2 Elektronen als ununterscheidbare Fermionen

HARTREE-Produkte erfiillen weder die PAuLIsche Forderung nach Unun-
terscheidbarkeit der Elektronen noch das Antisymmetriprinzip in f.21]. Ne-

ben einer ersten (B.I5 entsprechenden) Zwei-Elektronen-Produktfunktion
gibt es ferner noch eine zweite, dquivalente Formulierung :

Wy (x1,X) = X (x1) - xn(x2) (8.19)

W (x,%1) = x;j(X2) - Xn(x1)- (8.20)

Fiir sich genommen implizieren beide Produkte die Individualitéit der Elek-
tronen. Beziiglich der Vertauschung beider Elektronen sind die Produkte
in weder symmetrisch noch antisymmetrisch, sondern unsymmetrisch.
Die folgende (renormierte) Kombination beider HARTREE-Produkte :

W(x1,%g) = %{Xj(xl) xk(X2) — xi(x2) - xn(x1)} (8.21)

unterscheidet beide Elektronen hingegen nicht : beide Spinorbitale werden
beiden Elektronen zugeordnet.

Ferner ist die Antisymmetrieforderung erfiillt, so dafl man symbolisch (ana-
log der Formulierung {.21]) schreiben kann :

\P(Xl,Xg) = —\IJ(XQ,X1>. (822)

In anderer Schreibweise lautet das nunmehr antisymmetrisierte Produkt
B2 :

L Ixj(xa)  xa(xa)
U(xy,X9) = —= | 8.23
(61, %) V2 Ixj(x2)  xk(x2) ( )
Der Zeilenindex dieser SLATER-Determinante kennzeichnet die Elektronen,
der Spaltenindex die besetzten Spinorbitale.

e Dem Vertauschen der Koordinanten beider Elektronen entspricht das
Vertauschen der beiden Zeilen, wobei sich das Vorzeichen der Deter-
minante dndert (Antisymmetrie-Prinzip).

e Besetzen zwei Elektronen dasselbe Spinorbital, so sind zwei Spalten
der Determinante identisch, das heif3t : die Determinante verschwindet
(AusschluB-Prinzip).
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Oft sind folgende Regeln und Beobachtungen sehr niitzlich :

e SLATER-Determinanten, welche auf die beschriebene Weise aus ortho-
normierten Spinorbitalen konstruiert werden, sind ebenfalls normiert.
Determinanten mit verschiedenen orthonormierten Spinorbitalen sind
orthogonal zueinander.

e SLATER-Determinanten sind austauschkorrelierte Mehrelektronenfunk-
tionen : die Bewegungen zweier Elektronen gleichen Spins werden
als voneinander abhéngig beschrieben. Elektronen entgegengesetzten
Spins bleiben in einer Ein-Determinanten-Beschreibung unkorreliert.

e Die Zahl der SLATER-Determinanten eines Systems aus N, Elektro-
nen, die man aus 2N, > N, Spinorbitalen konstruieren kann [ , ist
gegeben durch den Binomialkoeffizienten

2No\ (2N,)!
(Ne) ~ NJ(2N, — NI (8.24)

Die folgenden Kurzschreibweisen fiir die renormierte SLATER-Determinan-
te schlieffen den Normierungsfaktor mit ein :

W(x1,x2) = [x;(x1)xk(x2)| = [x)Xk] (8.25)

Fiir die Minimalbasis-Beschreibung des Hs-Molekiils sind nach Gleichung

also (3) = 6 “eingeschréinkte Konfigurationen” formulierbar :

W) (x1,%2) = |xaxe| = [Y1eh| = 1] (8.26)
Wh(x1,X2) = |xaxa| = [Phihn| = [22) (8.27)
Wy (x1,X2) = |x1xa| = [P = (12 (8.28)
W) (x1,X2) == [x3x2| = [¢otn| = |2]] (8.29)
Wi (x1,X2) = [x1x3] = [Y1¢e] = [12] (8.30)
W (x1,X2) == |xaxe| = |2th1| = [21]. (8.31)

84 N, ist die Zahl der vorgegebenen Basisorbitale.
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Formuliert man die Spinorbitale dieser sechs Determinanten mit getrenn-
ten Raum- und Spinanteilen, so erkennt man, daf§ die Funktionen ¥} und
W}, sich faktorisieren lassen : in einen symmetrischen Raumanteil und einen
antisymmetrischen Spinanteil.

Die Funktionen W% und ¥§ hingegen besitzen umgekehrt einen antisymme-
trischen Raumanteil und einen symmetrischen Spinanteil.

Nur U4 und V) sind nicht in gleicher Weise charakterisierbar. Thre Fak-
torisierung gelingt aber mit Hilfe der folgenden (abermals renormierten)
subtraktiven und additiven Kombinationen :

Wyl %) = {12 ) (832
Wy(x1,%g) := %{Ilil + [21[} (8.33)

Erst durch diesen Adaptionsproze3 werden sie wie bereits die iibrigen De-
terminanten

Uy (x1,X0) = ¥ (x1,%2) (8.34)
Wy (x1,%2) = Wh(x1, %) (8.35)
W5(x1,%2) = U5(x1,%2) (8.36)
We(x1,X9) = Vg(x1, Xo) (8.37)

zu “reinen Konfigurationen” :
U3(x1,x3) ist ebenfalls symmetrisch im Raumanteil und besitzt einen an-
tisymmetrischen, spinabhéngigen Faktor .
U, (x1, X2) ist klassifizierbar als antisymmetrisch im Raumanteil mit sym-
metrischem Spinfaktor [ .

85 Aus B33 erhilt man mit den Definitionen in R31 und R27 :

WUs(x1,%2) = 2{01(r1)¥a(r2)a(wr)B(wa) — ¥1(r2)he(r1)a(ws)B(wr)
=1 (r1)P2(r2)a(ws) Blwi) + ¥1(r2)Pa(ri)a(wr)Blw2) }

= {1 (r1)P2(r2) + 1 (r2)2(r) Ha(wi)Blws) — alws)B(wi)} (8.38)
Wy(x1,%2) = £ {1 (r1)¥a(r2)a(wr) B(wa) — ¥1(r2)the(r1)a(ws)B(wr)
+w1(r1)w2(r2)a(w2)ﬁ(w1) - ¢1(I‘2)1/12(I‘1)a(w1)5(w2)}

= 5{¥1(r1)a(ra) — Y1 (r2)ha(re) Ha(wr) B(ws) + a(ws)B(wr)} (8.39)
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8.3 Konfigurationswechselwirkung

Genauso, wie im Ein-Elektron-Fall des Hy-Molekiilions die molekularen
Ein-Elektron-Zustandfunktionen (Molekiilorbitale) als Linearkombinatio-
nen vorgegebener Ein-Elektron-Basisfunktionen (Atomorbitale) entwickelt
werden konnten, konnen auch die Zwei-Elektronen-Zustandsfunktionen des
Hs-Molekiils als Linearkombinationen geeigneter (nédmlich antisymmetri-
sierter) Zwei-Elektronen-Basisfunktionen (SLATER-Determinanten oder bes-
ser noch “reiner Konfigurationen”) entwickelt werden [ .

Die Variationsflexibilitdt sowohl des LCAO-Ansatzes als auch des eben-
falls linearen Variationsansatzes der vollstdndigen Konfigurationswechsel-
wirkung steigt mit der Anzahl der vorgegebenen Atomfunktionen. “Con-
figuration Interaction (CI)” erfordert aber, daf§ die Zwei-Elektronen-Ba-
sisfunktionen (zum Beispiel die “reinen Konfigurationen”) erst aus diesen
Atomfunktionen (wie gezeigt) konstruiert werden. Die Anzahl der konstru-
ierbaren Konfigurationen wéchst nach Gleichung B.24 allerdings dramatisch

an B |

86 Folgende Uberlegungen sollen diese Analogie plausibel machen :
Betrachtet sei eine Funktion W(x) einer einzigen Variablen 7, die sich als Linearkombination eines
Satzes orthonormierter Basisfunktionen x;(x1) darstellen a8t :

x1) = Zajxj(atl). (8.40)

Um eine Funktion ¥(z1,x2) von zwei Variablen x1 und x5 darstellen zu kénnen, betrachtet man zunéchst
xo als festen Parameter, so dafl gilt :

U(xq,22) Za] x2)x;(z1) (8.41)

Die Entwicklungskoeffizienten a;(z2) sind ihrerseits Funktionen einer Variablen (n&mlich des Parameters
x2), die wieder als Linearkombination des gegebenen Basisfunktionensatzes darstellbar sind :

x9) = Z birxk(x2), und damit : (8.42)
k
U(xq,z2) ZZb]kXJ x1)xk(x2). (8.43)
Fordert man ferner, da8 ¥(x1,22) :== —V(x2,21) , dann ist bjr = —by; und b;; = 0, und damit :
Uy, w0) = Y > biedxg(@n)xa(@a) = xj(x2)xr (1)} (8.44)
Jj k>j

87 In der Minimalbasis-Beschreibung des Benzol-Molekiils C¢Hg (mit einem 1s, einem 2s und drei 2p-
Atomorbitalen fiir jedes Kohlenstoff-Atom, sowie einer ls-Funktion fiir jedes H-Atom) ergibt sich nach
- R.24 die Anzahl der konstruierbaren Konfigurationen als (72) = 1.6431 - 10%°.
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Mit den beiden vorgegebenen 1s-Atomorbitalen der Minimalbasis-Dar-
stellung des Ho-Molekiils ist die Anzahl der sechs moglichen Konfigura-
tionen oder B.33 und B.37 allerdings noch gering. Full CI fiihrt also
in diesem Falle nur zu dem sechsdimensionalen Matrix-Eigenwertproblem
PHAC = OSACOE einer Zwei-Elektronen-Minimalbasis (zum Beispiel
der “reinen Konfigurationen”).

Da sowohl die SLATER-Determinanten als auch die daraus abgeleiteten
“reinen Konfigurationen” einen orthonormierten Satz aus sechs achtdimen-
sionalen Basisfunktionen bilden, ist die zugehérige Uberlappungsmatrix ei-
ne sechsdimensionale Einheitsmatrix ((?S = 1). Das allgemeinere Matrix-
Eigenwertproblem @H®C = @SACPE wird auf die einfachere Standard-
Gleichung ®H®C = @ CPE reduziert, die zum Beispiel mit dem JACOBI-
Verfahren geltst werden kann.

Zuvor gilt es allerdings, die {6 x (6 + 1)}/2 = 21 verschiedenen Matrixele-
mente

(2)H11 (2)H12 (2) ng (2)H14 (2)H15 (2) H16
@ Hyy @ Hyy P Hyy PHy PHy @ Hyg
(2)H _ (2) H13 (2)H23 (2)H33 (2)H34 (2)H35 (2)H36 (845)
@Hy, @Hy ®Hy @Hy @Hg @Hyg
(2) His (2) Hos (2) His 2) gy 15 (2) Hys (2) Hig
(2)H16 (2)H26 (2) H36 (2)H46 (2)H56 (2)H66
der Zwei-Elektronen-Basis zu ermitteln.
Die Berechnung der Matrixelemente
Y H,, = //‘PZ(Xl, xo){ H (r1,12) ¥, (X1, X2) }dx1 dxs (8.46)

geschieht nach klaren Regeln :

e “Reine Konfigurationen” miissen auf SLATER-Determinanten zuriick-
gefiithrt werden.

e SLATER-Determinanten sind aufzulésen als antisymmetrisierte Pro-
dukte orthonormierter Spin(molekiil)orbitale.

e Spinorbitale werden sodann auf rein ortsabhéngige, ebenfalls ortho-
normierte Molekiilorbitale reduziert durch Integration iiber den Spin-
variablen w; und ws.
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Es stellt sich dabei heraus, daf} die meisten dieser 21 Matrixelemente gleich
Null sind :

@ H,, @H, 0 0 0 0
(2) His (2) Hayo 0 0 0 0
@ H. 0 0 0
@1 _ 0 0 33
H 0 0 0 @ H,, 0 0 (8.47)
0 0 0 0 @) H.. 0
0 0 0 0 0 2) Heo

Fiir die nicht verschwindenden sieben Matrixelemente ergeben sich schlief3-
lich die folgenden Ausdriicke :

@ Hy, = 2hyy + [11]11] (8.48)
@ H, =[12]21] (8.49)
@) Hyy = 2hyy + [22]22] (8.50)
@ Hzz = hyy + hay + [11]22] + [1221] (8.51)
@ Hyy = hyy + hoo + [11122] — [1221] = P Hys = P Hge  (8.52)

mit einer neuen Definition

hay = [ 0 (e ) () Y (8.53)

fiir dreidimensionale Ein-Elektron-Integrale iiber rein ortsabhéngigen Mo-
lekiilorbitalen, und folgender Notation

[abled] := //%(I‘i)%(ri)lri — 1| (ry)a(r; ) drdr; (8.54)

fiir die ebenfalls neu auftretenden sechsdimensionalen Zwei-Elektronen-
Integrale iiber rein ortsabhéngigen Molekiilorbitalen.

zeigt eine Matrix, die bereits in fiinf Blocke entlang der Hauptdia-
gonalen zerfallen ist. Vier davon bestehen nur aus einzelnen diagonalen
Matrixelementen, die folglich bereits als Energie-Eigenwerte der zugehori-
gen Eigenfunktionen W3(ry, 1), sowie Wy(ry,ra), ¥s(ry, ry) und We(ry, ra)
anzusehen sind. Wihrend ® Hss = @ E5 zu U3 gehort, also einer im orts-
abhédngigen Teil symmetrischen und im spinabhéingigen Teil antisymme-
trischen Losung gehort, bilden die drei entarteten, das heifit energieglei-
chen Matrixelemente ) H,, = (2)E4, DH.. = @F, und @Hy = P E;
ein Triplett von Zustandsfunktionen, die alle zur Klasse von Losungen mit
antisymmetrischem Orts- und symmetrischem Spinfaktor gehéren.
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E. no electron interaction Ex with electron interaction
fa)

7

T

1¢12[1__ f“ﬁ_

3¢’2
S SN cp— Y — }2(12}21)
e —————

¥

1¢s— r%__

Abbildung 8.1: Minimalbasis-LCAO-Zustandsenergien von Hs (schematisch). Die linke
Seite der Graphik skizziert das Energieniveau-Schema des “independent electron”™Modells,
das keine Wechselwirkungsintegrale [ab|cd]| kennt.

Neben @ Hzs = 2 By gibt es noch zwei weitere Singulett-Zustinde, die sich
in ihrer Zustandsenergie unterscheiden. Um diese Energien zu erhalten,
muf} man allerdings zunéchst das verbleibende (2 x 2)-dimensionale Eigen-
wertproblem des iibrigen Blocks 16sen. Dieser ist hier der einzige, bei dem
das CI-Verfahren iiberhaupt greift, der also tatsichlich zwei verschiedene
Konfigurationen miteinander wechselwirken 148t.

Wendet man die Technik der Matrixdiagonalisierung mit dem Drehwinkel

! arcta 2112[21] (8.55)
a = — arctan :
2 2hop + [22]22] — 2hyy — [11]11]

an, so kommt man zu folgendem Resultat :

Ey = 2hyy + [1111] + X + X2 + [12]21)2 (8.56)
By = 2hgy + [22]22] + X — /X2 + [12]21]2 (8.57)
mit
1

Die Koeffizientenmatrix ?C der Minimalbasis-Darstellung des Hy-Pro-
blems in vollstandiger Konfigurationswechselwirkung hat natiirlich wieder
die bereits bekannte Form :

Sl (Cf)w _Smo‘>. (8.59)
Sl v COs «x
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Den bisher skizzierten Regeln zur Berechnung von Elementen der Matrix-
darstellung des HAMILTON-Operators im Bild der vollsténdigen Kon-
figurationswechselwirkung miissen noch weitere hinzugefiigt werden. Die
Ein-Elektron-Integrale und die Zwei-Elektronen-Integrale 8.54 iiber
den delokalisierten, rein ortsabhéngigen Molekiilorbitalen sind ihrerseits
zuriickzufithren auf ihre LCAO-Form. Mit

i) = z Sr) | wb<ri>:§:§1@b¢y<ri> ,

N,
be(ry) = ;Ciccbi(rj) : ¢d(rj):§10m¢x(rj) , (8.60)

erhalt man fiir die Integrale und B.54 :

N, N, N
b = 3 € 3% Con [ 6, (b)) Y, (5.61)

=H,,

N,

o) = % Cju 35 G 35 G 3 O

x / / G5 (r0) b (v 1 — 1] 7162 (x)pa(r))d(r:)d(x;) . (8.62)

=(ur|TA)

Die in B.6]] und neu eingefithrten Ein-Elektron-Integrale H,, und
Zwei-Elektronen-Integrale (uv|7A) iiber den ortsabhéngigen atomaren Ba-
sisfunktionen sind fiir die hier diskutierten Zwei-Zentren-Probleme analy-
tisch losbar.

Ebenso sind fiir die gewahlte Minimalbasis-Beschreibung des Hy-Molekiils
(sowie fiir diejenige des H§-Molekiilions) die vier Linearkoeffizienten der
Matrix C nach (genauso wie nach [7.29) aus Symmetriegriinden deter-
miniert :

(1 — 512)
(1 — 512)

l\')\»—‘ t\)l»—t
M\»—t [\.’)I»—t

C—o %((14—812)

(14 S19)” ) (8.63)

Damit sind simtliche Zustandsenegien P E vollstiandig bestimmt, sowie die
Koeffizienten (?C der linearen CI-Entwicklung.
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8.4 Die Elektronenkorrelation

Die Konfigurationen ¥; = ¥} (8.26) und ¥, = ¥, (B.27) wurden nur mit
einem einzigen Raumorbital 17 beziehungsweise )9 konstruiert, in das bei-
de Elektronen eingesperrt sind ohne einander ausweichen zu kénnen. Thre
Antreffwahrscheinlichkeiten sind an jedem Punkt des Ortsraums identisch.

Die Wechselwirkung beider Konfigurationen bewirkt eine Vermischung der
Grundzustandsdeterminante W, mit der doppelt angeregten Determinante
U,, deren raumabhéngigen Teile verschieden sind. Diese Beimischung ver-
mag das Ausweichen der Elektronen besser zu beschreiben, weil nunmehr
zwei Molekiilorbitale besetzt werden konnen.

Im Gleichgewichtsabstand ist der Beitrag der doppelt angeregten Konfi-
guration zwar eher klein, sodafl die Grundzustandsgeometrie des Molekiils
bereits recht gut mit dem unvermischten Ein-Determinanten-Ansatz ¥y er-
faBt werden kann F. Bei grofien Kernabstinden bekommen hingegen beide
Komponenten nahezu gleiches Gewicht. Hier ist eine Konfigurationswech-
selwirkung beider Basis-Determinanten unabdingbar.

Das falsche asymptotische Verhalten der Energie ? Hy; des Ein-Determi-
nanten-Ansatzes ¥, ist Folge des Umstands, dafl das doppelt besetzte Mo-
lekiilorbital W, iiber das ganze Zwei-Zentren-System delokalisiert ist, so-
wohl bei kurzen aber auch bei beliebig grofien Abstdnden. Die homolytische
Dissoziation des Hy-Molekiils in zwei H-Atome ist auf diese Weise nicht gut
beschreibbar. Qualitativ korrekt wird die Homolyse des Wasserstoffmole-
kiils erst durch den Zwei-Konfiguationen-Ansatz des 2 x 2-Blocks von B.47
erfafit, wie aus Abbildung 8.2 hervorgeht.

8-8 Ein-Determinaten-Ansitze sind charakteristisch fiir Hartree-Fock-Theorien von “Restricted”’- und
“Unrestricted”-Typ (UHF beziehungsweise RHF), von denen im néchsten Kapitel die Rede sein wird.
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Abbildung 8.2: Potentialkurven des Hy-Molekiils (beschrieben in einer mit dem Kiirzel
STO-3G charakterisierten Orbitalbasis von Gauss-Funktionen (Erlduterung folgt spéter).
Man beachte : auch die STO-3G-Energie des H-Atoms ist >-0.5 H; das Variationsprinzip
erscheint nur (wegen der Differenzbildung) verletzt worden zu sein.
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Abbildung 8.3: Potentialkurven des Hy-Molekiils (beschrieben in einer mit dem Kiirzel
6-31G** charakterisierten Orbitalbasis von Gauss-Funktionen (Erlduterung folgt spéter).
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Kapitel 9

Mehrelektronen-Atompaare

Sind die beiden Kerne des Zwei-Elektronen-Problems allerdings verschie-
den wie zum Beispiel im Fall des HeH®-Molekiilions, so sind die Linear-
koeffizienten der LCAO-Entwicklung nicht mehr symmetriedeterminiert;
sie miissen vielmehr zunédchst ermittelt werden. Fiir “geschlossenschalige”
Molekiile mit gerader Elektronenzahl geschieht dies vorzugsweise mit Hilfe
des prominenten HARTREE-FOCK-ROOTHAAN-Verfahrens, das im folgen-
den besprochen werden soll.

9.1 Hartree-Fock-Roothaan-Theorie

In Gegensatz zur bereits diskutierten CI-Methode beschrankt sich die HAR-
TREE-FOCK-Theorie in ihrer ROOTHAANschen Formulierung nur auf ge-
schlossenschalige Grundzustéinde molekularer Systeme mit N, Elektronen,
dargestellt durch eine einzige, aus den NN, energieniedrigsten Spinorbitalen
konstruierte SLATER-Determinante :

Uo(x1,X2,...,Xn,) 1= ‘%@1%&2 ' w%ﬁ% : (9.1)

Die bereits erwdahnten Regeln zur Berechnung von Matrixelementen in ei-
ner Basis von Zwei-Elektronen-SLATER-Determinanten sind nun auf den
N.-Elektronen-Fall anzuwenden. Mit ihrer Hilfe erhdlt man fiir den Erwar-
tungswert (Ne) By der Grundzustandsenergie des N.-Elektronen-HAMILTON-
Operators f[(rl, Iy, ...,ry. ), der im BORN-OPPENHEIMER-Bild zusétzlich
von den Kernorten Ry und Rp der Zentren A und B parametrisch ab-
héngt :

NOEy = [Wixe,. . xn ) H vy, ) Wo(xa, o xy) b Yx
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Ne Ne

= 2 Z hoa + Z Z{2[aa\cc] lac|cal}, (9.2)

a=1c=

und durch Einsetzen der LCAO-Entwicklungen aus ;

(N) 2 No No
) Fy =2 21 21 Z:lCmHW

a=1p v
T % N, N, N,

+2 Z Z Z Z Cua D CF. > Ore(pv|TA)
a=1c=1p= v=1 =1 A=1
¥ F N, N, N,

_ az:lcz:lu 1CZGV210V ;1 Z Cha(p|TA). (9.3)

Nach Vertauschen der Indizes v und A im letzten Term, dem “Austausch-
Teil”, lautet ;

Ne
2
NIy =2 Hu> CiiCoq

Ne Ne

+2 (ILLV‘T)\) Z Z O;aCVCLCjcC)\C
p=1lv=17=1 =1 a=1c=
Ne Ne

- (W) 3 Z CraCraCr Cne. (94)

p=1lv=17=1 =1 a=1c=

Damit die Orthonormierung der Molekiilorbitale ] , welche in der Grund-
zustandsdeterminante Q.1 enthalten sind, bei der Variationsrechnung ge-
wahrleistet bleibt, bedient man sich der LAGRANGEschen Methode der
unbestimmten Multiplikatoren. Anstelle einer [7.6 analogen Optimierungs-
bedingung

oWe)
aoC},

=0 (9.5)

konstruiert man eine neue, die solche einschrinkenden Nebenbedingungen
zu garantieren vermag, zum Beispiel :

a=1 pu=1lv=1

0 7 .
i ( By —2 z{z z S Ce —1}Eaa) —0. (9.6)

=1
91 Das aus den Regeln zur Berechnung von Integralen in einer Basis von Slater-Determinanten gewon-
nene Ergebnis J-7 besitzt nur fiir orthonormierte Molekiilorbitale Giiltigkeit.
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% unbestimmte Multiplikatoren E,, sorgen dafiir, dafl die Orthonormiert-
heit der % doppelt besetzten Molekiilorbitale immer erfiillt bleibt. Sie wur-

den so gewéhlt, dafl man sie schliefllich als Orbitalenergien interpretieren

kann.
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Einsetzen von P.4 in ergibt :

B, N, N, 5
2 H, C*aCm
ac;a< pu=1v=1 : azzzl s

N, N, N, N, Le I

+2 (uv|TA) 3> CrCraCrCe
p=lv=171=1 =1 a=1c=1
N, N, N, N, Ne Ne

- > 2 2 (uA[v) Z Z CraCraCrCe
p=lv=17=1 =1 a=1c=1
% N, N,

2 3UE Y G 1 Ew) =0 0
a=1 p=1lv=1

S
Durch partielles Differenzieren von §.7 nach einem speziellen Ca | erhalt

man
N,

N, N, N, h
2 HyyCra + 4 Z Z Z(WW\) ZC C7Che

&

<
Il
—_

—2

i M?

N, N, N,
Z Z (/1)‘|7'V) CuaCrCre — 2% SuwCralaa =0, (9.9)
: : 1 V:1

und nach dem Ausklammern von C,, und Division durch 2 :

=Pxr

Ne 1

z Hut 3 23 00 (o) — S [ G,
T,A=1 c=1
=F,
No
=Y $,CraFaa. (9.10)

v=1

Mit den neu eingefiihrten Definitionen lautet P.1I0 in kompakter Matrix-
schreibweise :

(FC)Ma = (SCE)uaa (9-11>

92Partielle Differentiation nach einem speziellen C,, liefert das entsprechende komplex konjugierte
Resultat.

93 Beim Differenzieren muf8 man folgendes beachten : Um sich zu vergegenwirtigen, da8 nach einem
speziellen C, abgeleitet wird, setze man p = ' und a = a’. Der Koeffizient Cl o erscheint zum Beispiel
im dritten Term von P.7 doppelt : Einmal fiir ¢ = g/ und a = o’ sowie ein zweites Mal fiir 7 = p/ und
¢ = a’. Dies fithrt zu den Summen

N, 2 e
> (W)Y CowrCr O + Z (| p'v Z Cr.CraChar, (9.8)
v, T, A=1 c=1 v A=1

die beide identisch sind. Daraus resultiert ein zuséatzlicher Faktor 2.
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und schliellich fiir alle p =1,2,... , Nyund a =1,2,..., N7 .

FC = SCE. (9.12)

Gleichung ist formal der Matrixformulierung [7.11 des Ein-Elektron-
Problems HY in LCAO-Darstellung Aquivalent. Neben den ungefihr Ng
zusétzlichen Integralen der interelektronischen Repulsion (pv|rA) (im so-
genannten COULOMB-Teil) und (uA|7v) (im sogenannten Austausch-Teil)
sind im Gegensatz zur Ein-Elektron-Gleichung [7.1]] die Elemente F},, der
Fock-Matrix ferner von den LCAO-Koeffizienten C7, und C). abhéngig :
Zur Konstruktion der FOCK-Matrixelemente miissen die Eigenvektoren von

F bereits bekannt sein !

Da sich die Grundzustandsdeterminante P.1 aus antisymmetrisierten Pro-
dukten der energiedrmsten Spinorbitale zusammensetzt, summiert man zur
Konstruktion der in P.10 definierten, HERMITEschen Dichtematrix P die-
jenigen NT Spaltenvektoren von C mit den in der zugehorigen Diagonalma-
trix E kleinsten Energie-Eigenwerten. F ist ebenso wie die in [7.7 definierte
Uberlappungsmatrix S HERMITEsch.

9.1.1 “Self-Consistent Field”-Verfahren

Wegen der Abhéngigkeit der Fock-Matrix von ihrer Eigenvektormatrix C
muf3 F iterativ bis zur Selbstkonsistenz von C konstruiert werden.

Der Algorithmus dieses Self-Consistent Field-Verfahrens (SCF) besteht aus
folgenden Teilschritten :

e Vorgaben :

e Kernkoordinaten R 4, Rp und -ladungen Z4, Zp beider Atome,
e Elektronenzahl N,

e Basisfunktionen {¢,|n =1,2,..., Ny}

e Integrale berechnen : S, H,,, (uv|TA).
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e O-ter Iterationsschritt (I := 0) : Vorgabe einer plausiblen Dichtema-
trix PO (“initial guess™).

e —> Nachste Iteration [ «— I + 1 :
e F) nach konstruieren,
e und das Eigenwertproblem FOCW) = SOCUHED Jgsen.

e Neue Dichtematrix PY) aus den so gewonnenen Koeffizienten CY) be-
stimmen.

e Unterschreitet ein Konvergenzkriterium, zum Beispiel das folgende :
L% oo preny)
{N2 > (P —PiY) } <e¢ (9.13)
o =1
einen vorgegebenen Schwellenwert ¢ 7

e Nein : Iterationszyklus fortsetzen bei —-.

e Ja : “SCF”. Selbstkonsistenz von vorgegebener und errechneter Dich-
tematrix.

Elektronische Grundzustandsenergie

N,
> PVM(HW + F/,w), (9.14)

(NE)EO — %
w,r=1

und BORN-OPPENHEIMER-Gesamtenergie [ berechnen :

N, N, ZAZB

Ne — (Ne
( )E(t)_( )E0+ng§Am. (9.15)
Zu beachten ist, dafl wegen
EN N,
gy =5 (E . c:;aHWcm) (9.16)
a= w,r=1

die elektronische SCF-Energie (V) Ejy nicht gleichzusetzen ist mit der (mit 2
multiplizierten) Summe der Orbitalenergien F,, aller N7 doppelt besetzen
Molekiilorbitale.

94 falls die klassische KernabstoBungsenergie nicht bereits im Hamilton-Operator enthalten ist wie in

B-1.
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9.1.2 Populationsanalysen und Atompopulationen

Das HARTREE-FOCK-ROOTHAAN-Verfahren erzeugt aus einem Satz von
N, lokalen Atomorbitalen {¢,(r—Ra)|M =1,2,... Na; ,u =1,2,...,n,(M)}
ebensoviele delokalisierte Molekiilorbitale {¢;(r)|j = ..., Ny}, von de-
nen die 2@ energiedrmsten bis zur Selbstkonsistenz 1terlert Wurden ﬁ Die
Summe der Normierungsintegrale iiber den (bereits normierten) 2 ¢ doppelt
besetzten Molekiilorbitalen muf3 folglich die Gesamtzahl N, der Elektronen
konservieren :

25" [ wie)ba(r)dr = N. (9.17)

=1

Einsetzen des LCAO-Variationsansatzes [[.5 ergibt :

N, = 22/2 )ZCW@()

N, N,
- £33 cu0n [
=P, =S
No N, N,
- %:zy: PV/J,S/J,V - ZI/:(PS)VV = tT’(PS)
No N, N,
- %:EV: SMVPVM - %:(SP)/W = tT(SP)- (9.18)

Dieses Ergebnis gibt eine Moglichkeit an die Hand, zum Beispiel die Spur-
Komponente (PS),, als denjenigen Anteil der Gesamtheit aller Elektronen
zu interpretieren, die dem Atomorbital ¢, zugeordnet ist. Summiert man

ferner iiber allen Atomorbitalen eines Zentrums M, so erhilt man eine
Grofle

Qv = ) (PS)W, (9.19)

neM

die dem M-ten Atom seinen lokalen Anteil an der Gesamtpopulation aller
N, Elektronen zuteilt : seine Atompopulation.

95 N, bezeichnet die Zahl der Atome, n,(M) die Zahl der Basisfunktionen des M-ten Zentrums. N,
ist die gerade Zahl der Elektronen des geschlossenschaligen Systems.
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Wie bereits gezeigt hat, ist eine solche Zuordnung allerdings leider
keineswegs eindeutig. Vielmehr gilt allgemein :

N,
N, =Y (8*PS!™)),, = tr(S"PS!™)  0<z <1 (9.20)
on

Die Parameterwahl x := 0 fithrt zur MULLIKENschen Populationsanalyse
mit der Atompopulations-Definition P.19. Sie ist dadurch ausgezeichnet,
daf} jedes Diagonalelement zu einem der eindeutig lokalisierten Atomorbi-
tale des LCAO-Basissatzes gehort 9.

9.1.3 Bindungsordnungen, Atomvalenzen und -ladungen

Die folgende Verallgemeinerung von 9.19 fiihrt zu einer weiteren Kenngrofle

Quv = X X (PS),(PS),,  N#M. (9.21)
weM veN

die nach MAYER mit der chemisch niitzlichen Idee einer Bindungsordnung

in Zusammenhang gebracht werden kann .

Atompopulationen @y und Bindungsordnungen Qun (N # M) bilden
eine atomindizierte reellwertige und symmetrische Matrix, die oft Bin-
dungsordnungsmatrix genannt wird.

Summiert man sdmtliche Bindungsordnungen @ ;x (eines geschlossenscha-
ligen Elektronensystems), an denen ein ausgewéhltes Atom M beteiligt ist,
so erhélt man nach MAYER dessen Valenz vy :

vp = ), Qun. (9.22)
NAM

Daf die so definierten Bindungsordnungen und Valenzen mit Modellvor-

stellungen harmonieren, die in chemischen Valenzstrichformeln ihren Aus-
druck finden, zeigt Abbildung P1].

Durch Subtraktion der Atompopulation Qy;ys des M-ten Zentrums von
dessen Kernladung Z;; erhélt man eine weitere chemisch deutbare Kenn-
grofle, die atomare Partialladung gy :

qum = Zy — Quum (9.23)

96 Bei allen Populationsanalysen ist es ferner wichtig, “gewogene” LCAO-Basissitze zu verwenden :
zentrierte man zum Beispiel alle Basisfunktionen an nur einem Zentrum (formal durchaus moglich), so
wiéren zugehorige Atompopulationen nicht aussagekriftig.

97 1. Mayer : “Bond Order and Valence : Relations to Mulliken’s Population Analysis”. Int. J. Quantum
Chem. 26 (1984), 151.
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Abbildung 9.1: Bindungsordnungs- und Valenzindizes des Ethensulfochlorid-Molekiils
CHy=CH-SO,Cl (berechnet in einer STO-3G-Minimalbasis). .

Fiir die mit einer LCAO-Minimalbasis erzeugten Partialladungen, Atom-
valenzen und Bindungsordnungen der isoelektronischen Atompaare LiF,
BeO, BN und CC kann man die folgenden Hartree-Fock-Roothaan-Resul-
tate P8 errechnen :

MN | Ry — Rn| | Qun | Qum | Ony | qu gy | vm | uN
LiF 2.65 1.29 | 2.75 | 9.25 | +0.25 | —0.25 ] 1.29 | 1.29
BeO 2.39 243 | 3.70 | 830 | +0.30 | —0.30 | 2.43 | 2.43
BN 2.32 3.16 | 4.71 | 7.29 | +0.29 | —0.29 | 3.16 | 3.16
CC 2.33 3.33 | 6.00 | 6.00 | +0.00 | —0.00 | 3.33 | 3.33

Trotz der Willkiir, der den tabellierten Kenngrofien systematisch anhaftet,
erweisen sie sich als interpretierbar in vertrauter chemischer Terminologie :

e Starke Ladungspolaritit weist auf einen ionischen Bindungscharakter
hin.

e Schwach polarisierte Atompaare sind als kovalent gebunden anzuse-
hen.

e Uber den (partiellen) Ein-, Zwei-, Dreifach- und sogar Vierfach-Bin-
dungscharakter geben die ()y;n Auskunft.

e Atomare Wertigkeiten (Zahl der Valenzstriche) werden durch die Gro-
Ben vy, wiedergegeben.

e Elektronegative Atome zeigen besonders negative Partialladungen.

98 In atomaren Einheiten. Zur Berechnung der energieniedrigsten Singulett-Zustinde und deren Ener-
gien wurde eine STO-6G-Minimalbasis verwendet.
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9.1.4 Partitionierung der elektronischen Energie

Die Gesamtenergie des HARTREE-FOCK-ROOTHAAN-Grundzustands
=QnN
1 N, N, N, N, VAYYA

(NE)EB =22 Pu(Hw+Euw)+> X SRR

2,“ v MN>M‘RM_RN‘

ist mit der Formel .18 fiir die Zahl N, der Elektronen strukturell verwandt.

Zunéchst unterteile man die HAMILTON-Matrix H nach B.61, und
in ihre kinetischen und attraktiven Bestandteile (K, beziehungsweise

A

(9.24)

H;u/ = Ny + A,uy (925)

mit
Ko 1= [ 0300 { =58 ()0,(0) dr (9.20)

und
Z Zc/cb )lr — Re| ™6, (r)dr (9.27)

Auf dhnliche Weise zerlege man die Fock-Matrix F nach P.1I( in ihre ki-
netischen und attraktiven, CouLoMB- (F) und Austauschanteile (F¥)

Fu =Ky + A + 2F§, + 2F) (9.28)
mit
1]%]%
Ff, = §ZZP/\T(MV|T)\) (9.29)
T A
und
1 No No
= Z;ZPM(M/\\TV) (9.30)

Mit diesen Definitionen kann P.24 wie folgt geschrieben werden :

Ny = %EZ;PW{ijLAWJFFﬁJFFfV}

= §; {(PK),, + (PA),, + (PFC),, + (PF"),,}

= :“(PK) + tr(PA) + tr(PFY) + tr(PFF)
= S {(KP),, + (AP),, + (F°P),, + (F°P),,}

= tr(KP) + tr(AP) + tr(F°P) + tr(FFP). (9.31)
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Anschlieflend kann man versuchen, die kinetischen, attraktiven, COULOMB-
und Austauschanteile der elektronischen Energie in Ein- und Zwei-Zentren-
Komponenten zu zerlegen.

L&t sich zum Beispiel den folgenden (in Analogie zu den MULLIKENschen
Atompopulationen @3 und den MULLIKEN-MAYERschen Bindungsord-
nungen Qun (N # M) formulierten) energetischen Kenngrofien :

QJ[\ZM = (PK)MM und QJ[\(/[N =D Z(PK)W(PK)W (9.32)
ueM HeM veN

QﬁM =), (PA)MM und inN =) Z(PA)MV(PA)VM (9.33)
neM HEM veN

QJ\C4M = %(PFC)W und Q?/[N = % %(PFC)W(PFC)W (9.34)
e pEM ve

Q]\EJM = (PFE)/W und Qﬁ[}\f = Z(PFE)W(PFE)W (9-35)
neM nweM veN

eine chemisch ebenso sinnvolle Bedeutung beimessen 7 Koénnen diese fiir
die Analyse der chemischen Bindungsverhéltnisse eine Rolle spielen 7

Die besondere Bedeutung der Ein- und Zwei-Zentren-Anteile der kineti-
schen Energie wird vor allem hervorzuheben sein, zumal die auflerdiago-
nalen Matrixelemente Q% (im Gegensatz zu den Q4,y, Q%;y und Q% y
keinerlei (spéter zu besprechende) Mehr-Zentren-Anteile enthalten konnen.

Ist ferner ein betragsgroBes Diagonalelement Q%;,, als “hot spot” zu inter-
pretieren, der bei chemischen Reaktionen seine hohe Bewegungsenergie auf
den Reaktionspartner zu iibertragen trachtet 7

Schlieflich : 1&8t sich vielleicht (mit einiger Erfahrung) eine molekulare
Signatur erarbeiten, die die chemische Systematik der Stoffklassen und
Reaktionstypen qualitativ widerzuspiegeln und zusétzlich zu quantifizieren
vermag !

Das Stiick ist aus.
Doch sehen wir betroffen
Den Vorhang zu
Und alle Fragen offen !
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9.2 Dichtefunktionaltheorie
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Kapitel 10

Riickblick und Ausblick
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